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Ãëàâà 1

Âîçíèêíîâåíèå êâàíòîâûõ
ïðåäñòàâëåíèé

Èñòîðè÷åñêè êâàíòîâàÿ òåîðèÿ âîçíèêëà ïðè ïîïûòêå òåîðåòè÷åñêîé èí-
òåðïðåòàöèè ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè èç-
ëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ðýëåÿ-Äæèíñà1,
ïðàâèëüíî îïèñûâàÿ ýòîò ñïåêòð â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò, ïðèâîäèëà ê
ñóùåñòâåííîìó ïðîòèâîðå÷èþ ñ íàáëþäàåìûìè äàííûìè â îáëàñòè âû-
ñîêèõ ÷àñòîò (ïî îáðàçíîìó âûðàæåíèþ Ï. Ýðåíôåñòà2 ýòî ðàñõîæäåíèå
òåîðèè è ýêñïåðèìåíòà ïîëó÷èëî íàçâàíèå "óëüòðàôèîëåòîâàÿ êàòàñòðî-
ôà"). Â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè ñïåêòðà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ êðèâàÿ õî-
ðîøî îïèñûâàëàñü ôîðìóëîé Âèíà3, êîòîðàÿ, îäíàêî, áûëà ïîëó÷åíà èì
ïðè íåêîòîðûõ ïðîèçâîëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ è òðåáîâàëà îáîñíîâàíèÿ.
Âìåñòå ñ òåì, ôîðìóëà Âèíà ïðàâèëüíî îïèñûâàëà ôîðìó ýêñïåðèìåí-

1Äæîí Óèëüÿì Ðýëåé (Ñòðåòò) (12.11.1842 - 30.06.1919) � àíãëèéñêèé ôèçèê, ÷ëåí
Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà ñ 1873 ã., à â ïåðèîä ñ 1905 ã. ïî 1908 ã. áûë åãî
ïðåçèäåíòîì. Ïîñëå ñìåðòè îòöà â 1873 ã. óíàñëåäîâàë òèòóë ëîðäà Ðýëåÿ. Â 1871 ã. â
ñâîåì ðîäîâîì èìåíèè â Òåðëèíçå îáîðóäîâàë ñîáñòâåííóþ ëàáîðàòîðèþ. Â ïåðèîä ñ
1879 ïî 1884 ã. áûë ïðîôåññîðîì è äèðåêòîðîì Êàâåíäèøñêîé ëàáîðàòîðèè. Ñ 1887 ïî
1905 ã áûë ïðîôåññîðì Êîðîëåâñêîãî èíñòèòóòà â Ëîíäîíå. Äæåéìñ Õîïâóä Äæèíñ
(11.09.1877 - 16.09.1946) � àíãëèéñêèé ôèçèê è àñòðîôèçèê, ñ 1906 ã. ÷ëåí Ëîíäîíñêî-
ãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà. Â ïåðèîä ñ ñ 1905 ïî 1909 ã. - ïðîôåññîð Ïðèíñòîíñêîãî
óíèâåðñèòåòà, ñ 1923 ïî 1944 áûë íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì îáñåðâàòîðèè Ìàóíò Âèëü-
ñîí (ÑØÀ), â ïåðèîäû ñ 1924 ïî 1929 ã. è ñ 1934 ïî 1939 ã. ÿâëÿëñÿ ïðîôåññîðîì
Êîðîëåâñêîãî èíñòèòóòà â Ëîíäîíå.

2Ïàóëü Ýðåíôåñò (18.01.1880 - 25.09.1933) - ôèçèê-òåîðåòèê. Ðîäèëñÿ â Âåíå è â
1904 ã. îêîí÷èë Âåíñêèé óíèâåðñèòåò. Â 1907 ã. ïåðååõàë â Ïåòåðáóðã, ãäå ðàáîòàë
â Ïîëèòåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå è âåë òåîðåòè÷åñêèé ñåìèíàð, êîòîðûé îðãàíèçîâàë ó
ñåáÿ íà äîìó. Ñ 1912 ã. áûë ïðîôåññîðîì Ëåéäåíñêîãî óíèâåðñèòåòà.

3Âèëüãåëüì Âèí (13.01.1864 - 30.08.1928) � íåìåöêèé ôèçèê, ÷ëåí Áåðëèíñêîé ÀÍ,
Íîáåëåâñêèé ëàóðåàò (1911).
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òàëüíîé êðèâîé, äàâàÿ ìàêñèìóì ðàñïðåäåëåíèÿ, íî äîâîëüíî ñóùåñòâåí-
íî ðàñõîäèëàñü ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé êðèâîé â íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè
ñïåêòðà (ñì. ðèñ.1.1). Ðàñïðåäåëåíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ÷åðíîãî òå-
ëà, ñîãëàñóþùååñÿ ñ íàáëþäàåìûì âî âñåé îáëàñòè ÷àñòîò, óäàëîñü ïîëó-
÷èòü Ì. Ïëàíêó4 â 1900 ã., ïðàâäà öåíîé ââåäåíèÿ ïðèíöèïèàëüíî íåâîç-
ìîæíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ôèçèêè ïðåäïîëîæåíèé � äèñêðåò-
íîñòè ñîñòîÿíèé îñöèëëÿòîðîâ, ïåðåõîäû ìåæäó êîòîðûìè, ñîïðîâîæäà-
þùèåñÿ èçëó÷åíèåì èëè ïîãëîùåíèåì ýíåðãèè, ïðîèñõîäÿò ñêà÷êîîáðàç-
íî, ìèíóÿ ïðîìåæóòî÷íûå ñîñòîÿíèÿ.

Äðóãèì ÿâëåíèåì, êîòîðîå íå ïîääàâàëîñü èíòåðïðåòàöèè â ðàìêàõ
êëàññè÷åñêîé ôèçèêè, áûëî ÿâëåíèå ôîòîýôôåêòà. Îíî íàøëî áëåñòÿ-
ùåå îáúÿñíåíèå â òåîðèè, ïðåäëîæåííîé À. Ýéíøòåéíîì5 â 1905 ã., êî-
òîðàÿ îïèðàëàñü íà ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî íå òîëüêî îñöèëëÿòîðû èìåþò
äèñêðåòíûå ñîñòîÿíèÿ, íî è ñàìî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîòîê íåêîòîðûõ äèñêðåòíûõ ïîðöèé ýíåðãèè - êâàíòîâ èëè ôîòî-
íîâ. Ýêñïåðèìåíò, ïðîâåäåííûé À. Êîìïòîíîì6 â 1922 ã. ïîäòâåðäèë ýòî
ïðåäïîëîæåíèå Ýéíøòåéíà è ÿâëåíèå, îòêðûòîå â ýòîì ýêñïåðèìåíòå,
íîñèò íàçâàíèå ýôôåêòà Êîìïòîíà. Îòêðûòèå ýòîãî ýôôåêòà ïðèâåëî ê
èçìåíåíèþ íàó÷íîé ïàðàäèãìû � ïðåäñòàâëåíèå î äèñêðåòíîñòè íåïðå-
ðûâíîãî ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ôèçèêè âîëíîâîãî ïðîöåññà, êàêî-
âûì ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, ñòàëî çàâîåâûâàòü îïðåäåëåííûå
ïîçèöèè â ôèçèêå.

Ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó êîðïóñêóëÿðíûìè è âîëíîâûìè ñâîé-
ñòâàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ (ñâåòà) ïîëó÷èëè íàçâàíèå
êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîãî äóàëèçìà. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå åùå áîëåå
óñèëèëîñü, êîãäà Ë. äå-Áðîéëü7 â 1925 ã. âûñêàçàë ãèïîòåçó, ÷òî
êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîé äóàëèçì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íå òîëüêî íà ñâåò,

4Ìàêñ Êàðë Ýðíñò Ëþäâèã Ïëàíê (23.04.1858 - 04.10.1947) � íåìåöêèé ôèçèê-
òåîðåòèê, îñíîâîïîëîæíèê êâàíòîâîé òåîðèè, â 1894 ã. ñòàë ÷ëåíîì Áåðëèíñêîé Àêà-
äåìèè Íàóê, à â ïåðèîä ñ 1912 ïî 1938 ã. ÿâëÿëñÿ åå íåïðåìåííûì ñåêðåòàðåì.

5Àëüáåðò Ýéíøòåéí (14.03.1879 - 18.04.1955) � ôèçèê-òåîðåòèê, îäèí èç ñîçäàòåëåé
ñîâðåìåííîé ôèçèêè. Ðîäèëñÿ â íåìåöêîì ãîðîäå Óëüìå, çàòåì ïåðååõàë â Øâåéöà-
ðèþ, ãäå â 1900 îêîí÷èë Öþðèõñêèé ïîëèòåõíèêóì. Ñ 1902 ïî 1908 ã. ðàáîòàë ýêñ-
ïåðòîì â ïàòåíòíîì áþðî â Áåðíå. Ñ 1909 ïî 1913 ã. áûë ïðîôåññîðîì Öþðèõñêîãî
ïîëèòåõíèêóìà, à ñ 1914 ïî 1933 ã. � ïðîôåññîð Áåðëèíñêîãî óíèâåðñèòåòà è äèðåêòîð
Èíñòèòóòà ôèçèêè. Ïîñëå ïðèõîäà ê âëàñòè ôàøèñòîâ ïîäâåðãñÿ ïðåñëåäîâàíèÿì è
áûë âûíóæäåí ïîêèíóòü Ãåðìàíèþ. Â 1933 ã. ïåðååõàë â ÑØÀ, ãäå ðàáîòàë äî êîíöà
æèçíè â Ïðèíñòîíñêîì èíñòèòóòå ïåðñïåêòèâíûõ èññëåäîâàíèé.

6Àðòóð Õîëëè Êîìïòîí (10.09.1892 - 15.03.1962) - àìåðèêàíñêèé ôèçèê, ñ 1927 ã.
ÿâëÿëñÿ ÷ëåíîì Íàöèîíàëüíîé Àêàäåìèè Íàóê.

7Ëóè äå Áðîéëü (15.07.1892 - ?) - ôðàíöóçñêèé ôèçèê-òåîðåòèê, îäèí èç ñîçäàòåëåé
êâàíòîâîé ìåõàíèêè, â 1933 ã. ñòàë ÷ëåíîì Ïàðèæñêîé Àêàäåìèè Íàóê, à â ïåðèîä ñ
1942 ïî 1975 ã. áûë åå íåïðåìåííûì ñåêðåòàðåì.
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íî è íà âåùåñòâî. Ñîãëàñíî äå-Áðîéëþ, ñ ÷àñòèöåé âåùåñòâà ñâÿçàíà
âîëíà ìàòåðèè, àíàëîãè÷íî òîìó êàê ñ êâàíòîì ñâåòà ñâÿçàíà ñâåòîâàÿ
âîëíà. Ýòà ãèïîòåçà íàøëà ñâîå ïîäòâåðæäåíèå â 1927 ã. â îïûòàõ Äýâèñ-
ñîíà è Äæåðìåðà8, êîòîðûå íàáëþäàëè äèôðàêöèþ ýëåêòðîíîâ ïðè èõ
ðàññåÿíèè íà ìîíîêðèñòàëëå íèêåëÿ, ïðè÷åì äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà
áûëà àíàëîãè÷íà èçâåñòíîé äèôðàêöèîííîé êàðòèíå ðåíòãåíîâñêèõ
ëó÷åé, ò.å. âîëí.

Îäíîâðåìåííî ñ ïðîáëåìîé îáúÿñíåíèÿ ñâîéñòâ èçëó÷åíèÿ ñóùåñòâî-
âàëà ïðîáëåìà ñòðîåíèÿ àòîìîâ è àòîìíûõ ñïåêòðîâ. Ïîñëå ðåøàþùèõ
îïûòîâ Ý. Ðåçåðôîðäà9, ïðîâåäåííûõ â 1912 ã., â îáùèõ ÷åðòàõ ñòàëî
ïîíÿòíî ñòðîåíèå àòîìà (ïëàíåòàðíàÿ ìîäåëü), íî, âìåñòå ñ òåì, íå óäà-
âàëîñü ïîíÿòü ïðèðîäó àòîìíûõ ñïåêòðîâ èçëó÷åíèÿ è ïîãëîùåíèÿ. Ê
òîìó âðåìåíè õîðîøî áûëî èçâåñòíî, ÷òî àòîìíûé ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ è
èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó óçêèõ äèñêðåòíûõ ëèíèé. Ýòî íå
íàõîäèëî îáúÿñíåíèÿ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè è ýëåêòðîäèíà-
ìèêè, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ïëàíåòàðíîé ìîäåëè àòîìà.
Çäåñü áûëè äâå îñíîâíûå ïðîáëåìû. Âî-ïåðâûõ, ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè
àòîìà. Åñëè ýëåêòðîíû äâèæóòñÿ ïî çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì (îðáèòàì)
âîêðóã ÿäðà, òî îíè äâèæóòñÿ ñ óñêîðåíèåì è, ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé
ýëåêòðîäèíàìèêå, äîëæíû èçëó÷àòü ýíåðãèþ â âèäå ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëí, ÷òî ïðèâåëî áû, â êîíöå êîíöîâ, ê ïîòåðå âñåé êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè ýëåêòðîíîâ è ê ïàäåíèþ èõ íà ÿäðî. Ýòî îçíà÷àëî áû èñ÷åçíîâåíèå
àòîìà, ÷òî ÿâíî ïðîòèâîðå÷èò íàáëþäåíèÿì. Âî-âòîðûõ, ÷àñòîòà îáðàùå-
íèÿ ýëåêòðîíîâ â ýòèõ óñëîâèÿõ äîëæíà áûëà áû íåïðåðûâíî ìåíÿòüñÿ,
ñëåäîâàòåëüíî äîëæåí áûë áû íàáëþäàòüñÿ ñïëîøíîé ñïåêòð èçëó÷å-
íèÿ, à íå íàáîð óçêèõ ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé. Êëàññè÷åñêàÿ ôèçèêà çäåñü
çàøëà â òóïèê. Âûõîä èç ýòîãî òóïèêîâîãî ïîëîæåíèÿ â 1913 ã. ïðåä-
ëîæèë Í. Áîð.10 Îñíîâûâàÿñü íà ãèïîòåçàõ Ïëàíêà è Ýéíøòåéíà, Áîð

8Êëèíòîí Äæîçåô Äýâèññîí (22.10.1881 - 1.02.1958) - àìåðèêàíñêèé ôèçèê, ÷ëåí
Íàöèîíàëüíîé ÀÍ. Ëåñòåð Õàëáåðò Äæåðìåð (10.10.1896 - 03.10.1971) - àìåðèêàíñêèé
ôèçèê, ÷ëåí Àìåðèêàíñêîé àêàäåìèè èñêóññòâ è íàóê.

9Ýðíåñò Ðåçåðôîðä (30.08.1871 - 19.20.1937) � àíãëèéñêèé ôèçèê, îñíîâîïîëîæíèê
ÿäåðíîé ôèçèêè, ñ 1903 ã. ÷ëåí Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà, à â ïåðèîä ñ 1925
ïî 1930 ã. åãî ïðåçèäåíò. Â ïåðèîä ñ 1895 ïî 1898 ã. ðàáîòàë â Êàâåíäèøñêîé ëàáî-
ðàòîðèè ïîä ðóêîâîäñòâîì Äæ. Äæ. Òîìñîíà. Ñ 1919 ã. ïðîôåññîð Êåìáðèäæñêîãî
óíèâåðñèòåòà è äèðåêòîð Êàâåíäèøñêîé ëàáîðàòîðèè.

10Íèëüñ Õåíäðèê Äàâèä Áîð (07.10.1885 - 18.11.1962) � âûäàþùèéñÿ äàòñêèé ôèçèê-
òåîðåòèê, îäèí èç ñîçäàòåëåé ñîâðåìåííîé ôèçèêè, ñ 1917 ã. ÷ëåí Äàòñêîãî êîðîëåâ-
ñêîãî îáùåñòâà, à ñ 1939 ã. åãî ïðåçèäåíò. Â ïåðèîä ñ 1911 ïî 1912 ã. ðàáîòàë â Êåìáðè-
äæå ó Äæ. Äæ. Òîìñîíà, à â ïåðèîä ñ 1912 ïî 1923 ã. - â Ìàí÷åñòåðå ó Ý. Ðåçåðôîðäà. Ñ
1916 ã. ïðîôåññîð Êîïåíãàãåíñêîãî óíèâåðñèòåòà. Â 1920 ã. ñòàë äèðåêòîðîì ñîçäàí-
íîãî èì Èíñòèòóòà òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, êîòîðûé ñòàë ìåæäóíàðîäíûì öåíòðîì

3



ñôîðìóëèðîâàë ñâîè ïðåäïîëîæåíèÿ â âèäå ñëåäóþùèõ äâóõ ïîñòóëàòîâ:
1. Àòîìû è àòîìíûå ñèñòåìû ìîãóò äëèòåëüíî ïðåáûâàòü òîëü-
êî â îïðåäåëåííûõ ñîñòîÿíèÿõ � ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ, � â
êîòîðûõ, íåñìîòðÿ íà ïðîèñõîäÿùèå â íèõ äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ
÷àñòèö, îíè íå èçëó÷àþò è íå ïîãëîùàþò ýíåðãèþ. Ýòè ñîñòî-
ÿíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ýíåðãèÿìè, îáðàçóþùèìè äèñêðåòíûé ðÿä:
E1, E2, ..., En. Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ óñòîé÷èâû. Èçìåíåíèå ýíåð-
ãèè â ðåçóëüòàòå ïîãëîùåíèÿ èëè èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ èëè â ðåçóëüòàòå ñîóäàðåíèÿ ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî ïðè ïîë-
íîì ïåðåõîäå (ñêà÷êîì) èç îäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå.
2. Ïðè ïåðåõîäå èç îäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå àòîìû èñ-
ïóñêàþò èëè ïîãëîùàþò èçëó÷åíèå òîëüêî ñòðîãî îïðåäåëåííîé ÷àñòîòû.
Èçëó÷åíèå, èñïóñêàåìîå èëè ïîãëîùàåìîå ïðè ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ Em

â ñîñòîÿíèå En, ìîíîõðîìàòè÷íî, è åãî ÷àñòîòà ν îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëî-
âèÿ

hν = Em − En

(óñëîâèå ÷àñòîò Áîðà). Èç óñëîâèÿ ÷àñòîò Áîðà ñëåäîâàë òàê íàçûâàåìûé
êîìáèíàöèîííûé ïðèíöèï Ðèòöà, ïðåäëîæåííûé Â. Ðèòöåì11 íà îñíîâå
àíàëèçà ýìïèðè÷åñêèõ ñïåêòðîâ àòîìîâ çà âîñåìü ëåò äî ñîçäàíèÿ áîðîâ-
ñêîé òåîðèè, îäíàêî ýòîò ïðèíöèï íå ñîäåðæàë íèêàêîé ôèçè÷åñêîé èäåè
î ïðèðîäå ñàìîãî ñïåêòðà. Ïðèìåíåíèå òåîðèè Áîðà ê àòîìó âîäîðîäà äà-
ëî ïðåêðàñíûå ðåçóëüòàòû. Êðîìå ýòîãî, íåïîñðåäñòâåííûì ïîäòâåðæäå-
íèåì áîðîâñêîé òåîðèè ÿâèëèñü ðåçóëüòàòû îïûòîâ Ôðàíêà è Ãåðöà12,
ïîëó÷åííûå èìè â 1914 ã. Ýòè îïûòû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè ýíåðãèÿ ýëåêòðî-
íîâ, áîìáàðäèðóþùèõ àòîìû âåùåñòâà, íå ðàâíà ýíåðãèè âîçáóæäåíèÿ
ýòèõ àòîìîâ, âåëè÷èíà êîòîðîé èçâåñòíà èç ñïåêòðîñêîïè÷åñêèõ äàííûõ,
òî àòîìû íå âîçáóæäàþòñÿ, ò.å. íå ïðîèñõîäèò ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè, ÷òî
ñîãëàñóåòñÿ ñ ïåðâûì ïîñòóëàòîì Áîðà.
ôèçèêîâ-òåîðåòèêîâ (Èíñòèòóò Íèëüñà Áîðà).

11Âàëüòåð Ðèòö (22.02.1878 - 07.07.1909) � øâåéöàðñêèé ôèçèê-òåîðåòèê è ìàòåìà-
òèê. Ïðåäëîæèë âàðèàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ - âàðèàöèîííûé
ìåòîä Ðèòöà.

12Äæåéìñ Ôðàíê (26.07.1882 - 21.05.1964) � íåìåöêèé ôèçèê. Â ïåðèîä ñ 1921 ïî
1934 ã. áûë ïðîôåññîðîì Ãåòòèíãåíñêîãî óíèâåðñèòåòà è äèðåêòîðîì Ôèçè÷åñêîãî
èíñòèòóòà. Â 1935 ã. ýìèãðèðîâàë â ÑØÀ, ãäå ñ 1935 ïî 1938 áûë ïðîôåññîðîì óíè-
âåðñèòåòà Äæ. Ãîïêèíñà, à ñ 1938 ïî 1947 ã � ïðîôåññîðîì ×èêàãñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Ãóñòàâ Ëþäâèã Ãåðö (22.07.1887 - 30.10.1975) � íåìåöêèé ôèçèê, ÷ëåí ÀÍ ÃÄÐ. Ïëå-
ìÿííèê Ãåíðèõà Ãåðöà. Ñ 1945 ïî 1954 ã. ðàáîòàë â ÑÑÑÐ. Ñ 1954 ïî 1962 ã. ÿâëÿëñÿ
ïðîôåññîðîì è äèðåêòîðîì èíñòèòóòà Ëåéïöèãñêîãî óíèâåðñèòåòà.
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1.1 Êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîé äóàëèçì
1.1.1 Ïðîáëåìà èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà
1o. Âèáðàòîð Ãåðöà. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ýëåêòðî-
ìàãíèòíûå âîëíû ìîãóò èñïóñêàòü òîëüêî óñêîðåííî äâèæóùèåñÿ ýëåê-
òðè÷åñêèå çàðÿäû. Íàïðèìåð, ðåíòãåíîâñêîå èçëó÷åíèå, îòêðûòîå â 1885
ã. Â. Ðåíòãåíîì13, âîçíèêàåò âñëåäñòâèå òîðìîæåíèÿ áûñòðî äâèæóùèõ-
ñÿ ýëåêòðîíîâ ïðè ïàäåíèè èõ íà àíòèêàòîä (àíîä) � òàê íàçûâàåìîå
òîðìîçíîå ðåíòãåíîâñêîå èçëó÷åíèå. Áîëüøóþ ðîëü â ôèçèêå ñûãðàë,
îòêðûòûé â 1887 ã. Ã. Ãåðöåì14, ãåíåðàòîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷å-
íèÿ � ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëü ñ ïåðåìåííûì äèïîëüíûì ìîìåíòîì (âèá-
ðàòîð Ãåðöà). Ãåðö òàêæå ðàçðàáîòàë òåîðèþ èçëó÷åíèÿ òàêîãî âèáðàòî-
ðà, ñîãëàñíî êîòîðîé, ìîùíîñòü ýòîãî èçëó÷åíèÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî
êâàäðàòó óñêîðåíèÿ çàðÿäîâ, ñîâåðøàþùèõ êîëåáàíèÿ â ýëåêòðè÷åñêîì
äèïîëå. Ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ îñöèëëèðóþùåãî äèïîëüíîãî ìîìåí-
òà â åäèíèöó âðåìåíè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå [f1]

I =
2

3c3
p̈2, (1.1)

ãäå p = p(t) - ïåðåìåííûé äèïîëüíûé ìîìåíò, òî÷êè îçíà÷àþò âòîðóþ
ïðîèçâîäíóþ, à ÷åðòà ñâåðõó - óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè, c - ñêîðîñòü ñâå-
òà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òàêîé îñöèëëÿòîð áóäåò íåïðåðûâíî èçëó÷àòü
ýëåêòðîìàãíèòíóþ ýíåðãèþ äî òåõ ïîð, ïîêà êîëåáàíèÿ çàðÿäîâ ïî òîé
èëè èíîé ïðè÷èíå íå ïðåêðàòÿòñÿ. Èìåííî ýòîò âûâîä ìû õîòèì ïîä÷åðê-
íóòü, ò.ê. îí ÿâèëñÿ òåì ïðåïÿòñòâèåì ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè èçëó÷åíèÿ
àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà, ïðåîäîëåíèå êîòîðîãî è ïðèâåëî ê âîçíèêíîâå-
íèþ èäåè êâàíòîâ.

2o. Òåïëîâîå èçëó÷åíèå. Åæåäíåâíûé íàø îïûò ñâèäåòåëüñòâóåò
î òîì, ÷òî íàãðåòûå äî äîñòàòî÷íî âûñîêèõ òåìïåðàòóð òåëà, íà÷èíàþò
ñâåòèòüñÿ, ò.å. íà÷èíàþò èñïóñêàòü âèäèìûé ñâåò. ßðêèì ïðèìåðîì ÿâ-
ëÿåòñÿ îáû÷íàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ëàìïî÷êà, â êîòîðîé ñâåò, èñïóñêàåìûé
íàêàëåííîé âîëüôðàìîâîé ñïèðàëüþ, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îñâåùåíèÿ. Îä-
íàêî è ïðè áîëåå íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ëþáûå òåëà èñïóñêàþò íåâèäèìûå
ãëàçîì ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû - èíôðàêðàñíûå ëó÷è. Íà ýòîì ñâîéñòâå

13Âèëüãåëüì Êîíðàä Ðåíòãåí (27.03.1845 - 10.02.1923) � íåìåöêèé ôèçèê-
ýêñïåðèìåíòàòîð, ÷ë.-êîð. Áåðëèíñêîé ÀÍ. Ïåðâûé ñðåäè ôèçèêîâ íîáåëåâñêèé ëàó-
ðåàò (1901 ã.)

14Ãåíðèõ Ðóäîëüô Ãåðö (22.02.1857 - 01.01.1894) � íåìåöêèé ôèçèê, ÷ë.-êîð. Áåð-
ëèíñêîé ÀÍ. Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî èì ãåíåðàòîðà ýêñïåðèìåíòàëüíî äîêàçàë
ñóùåñòâîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ÷òî èìåëî áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ïðèçíàíèÿ òåîðèè Ìàêñâåëëà.
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îñíîâàíû ïðèáîðû íî÷íîãî âèäåíèÿ. Òàêîå èçëó÷åíèå îáû÷íî íàçûâàþò
òåïëîâûì, â îòëè÷èå îò âèäèìîãî èçëó÷åíèÿ, îäíàêî ìû â äàëüíåéøåì
áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ïîä òåïëîâûì èçëó÷åíèåì âñåâîçìîæíûå ýëåêòðî-
ìàãíèòíûå âîëíû, èñïóñêàåìûå íàãðåòûì òåëîì, ïîäðàçóìåâàÿ ïîä ýòèì
ñïîñîá åãî âîçíèêíîâåíèÿ.

Âîçüìåì íåñêîëüêî òåë, íàãðåòûõ äî ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóð è îêðó-
æèì èõ àäèàáàòè÷åñêîé îáîëî÷êîé, êîòîðàÿ òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îäíî èç òåë. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñòåíêè àäèàáàòè÷åñêîé îáîëî÷-
êè ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíî îòðàæàþùèìè âî âñåì ñïåêòðå ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëí, íî â ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè, äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îáî-
ëî÷êà íåïðîçðà÷íà äëÿ ëþáûõ äëèí âîëí. Ïóñòü òåëà íåïîñðåäñòâåííî
íå êîíòàêòèðóþò íè äðóã ñ äðóãîì íè ñ ïîâåðõíîñòüþ îáîëî÷êè. Ýòè
òåëà áóäóò èçëó÷àòü è ïîãëîùàòü ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû è òàêèì îá-
ðàçîì îáìåíèâàòüñÿ ýíåðãèåé äðóã ñ äðóãîì. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàíî
èëè ïîçäíî íàñòóïèò òåïëîâîå ðàâíîâåñèå, ò.å. òåìïåðàòóðû âñåõ òåë è
îáîëî÷êè ñòàíóò îäèíàêîâûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåëà êàê èçëó÷àþò,
òàê è ïîãëîùàþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè â åäèíèöó âðåìåíè, ò.å
ýòè òåëà íàõîäÿòñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè íå òîëüêî äðóã ñ äðóãîì, íî
è ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, ñóùåñòâóþùèì âíóòðè îáîëî÷êè. Òàêîå
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå (èëè èçëó÷åíèå) íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñíûì. Òà-
êèì îáðàçîì, ðàâíîâåñíîå èçëó÷åíèå, ñîñòàâëÿÿ ÷àñòü òåðìîäèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû, íàõîäèòñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè ñ äðóãèìè åå ÷àñòÿìè è,
ñëåäîâàòåëüíî, èìååò òó æå òåìïåðàòóðó.

Äîïóñòèì, óñòàíîâèâøàÿñÿ ðàâíîâåñíàÿ òåìïåðàòóðà â ýòîé ñèñòåìå
ðàâíà T. Êàêîâ ïðè ýòîì áóäåò ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ðàâíîâåñíîãî ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïîëîñòè è êàêîâî áóäåò ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè
ýòîãî ïîëÿ ïî åãî ÷àñòîòíûì êîìïîíåíòàì? Ýòî è åñòü òà ïðîáëåìà �
ïðîáëåìà èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà, ðåøåíèå êîòîðîé ïðèâåëî
Ì. Ïëàíêà ê íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ ÷óæäîé äëÿ êëàññè÷åñêîé ôèçèêå
èäåè äèñêðåòíîñòè èçëó÷åíèÿ è ïîãëîùåíèÿ äèïîëüíûõ îñöèëëÿòîðîâ. Â
÷åì æå ñóòü ïðîáëåìû? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ íåîáõîäèìî îáñóäèòü
ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé êëàññè÷åñêîé ôèçèêîé ïðè ïîïûòêå ðàññ÷èòàòü
ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ðàâíîâåñíîãî èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî òå-
ëà.

3o. Çàêîí Êèðõãîôà15. Îñíîâûâàÿñü íà çàêîíàõ òåðìîäèíàìèêè
Êèðõãîô ïîêàçàë, ÷òî ïðè ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå ñïåêòðàëüíàÿ
ïëîòíîñòü òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ ρν òåë, íàõîäÿùèõñÿ âíóòðè ïîëîñòè, ñî-

15Ãóñòàâ Ðîáåðò Êèðõãîô (12.03.1824 - 17.10.1887) � íåìåöêèé ôèçèê, ÷ëåí Áåðëèí-
ñêîé ÀÍ. Ðàáîòû ïîñâÿùåíû ýëåêòðè÷åñòâó (ïðàâèëà Êèðõãîôà), îïòèêå (ñïåêòðàëü-
íûé àíàëèç), îòêðûë ýëåìåíòû öåçèé (1860) è ðóáèäèé (1861), îòêðûë îáðàùåíèå
ñïåêòðîâ è îáúÿñíèë ïðèðîäó ôðàóíãîôåðîâûõ ëèíèé.
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âåðøåííî íå çàâèñèò îò ïðèðîäû è ñâîéñòâ ýòèõ òåë, à òàêæå ñòåíîê
ïîëîñòè. Ýòà îñîáåííîñòü ðàâíîâåñíîãî òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ âûòåêàåò
èç âòîðîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè16. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåäåì ðàññóæ-
äåíèå îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðè òåïëî-
âîì ðàâíîâåñèè êàêèì-ëèáî îáðàçîì çàâèñèò îò ïðèðîäû òåë, çàêëþ÷åí-
íûõ â ýòîé ïîëîñòè. Âîçüìåì äâå ðàâíîâåñíûå ïîëîñòè, íàõîäÿùèåñÿ ïðè
îäèíàêîâîé òåìïåðàòóðå, íî çàêëþ÷àþùèå âíóòðè ñåáÿ ðàçëè÷íûå òåëà.
Åñëè áû óäàëîñü îñóùåñòâèòü ñîîáùåíèå ìåæäó ýòèìè ïîëîñòÿìè, òî
íà÷àëüíîå ðàâíîâåñèå â íèõ íàðóøèëîñü áû è ïðèâåëî ê óñòàíîâëåíèþ
íîâîãî ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå ñîïðîâîæäàëîñü áû âîçíèêíî-
âåíèåì ìåæäó ïîëîñòÿìè ðàçíîñòè òåìïåðàòóð. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ýòà
ðàçíîñòü òåìïåðàòóð áûëà áû ñàìîïîääåðæèâàþùåéñÿ, òî åå ìîæíî áû-
ëî áû èñïîëüçîâàòü äëÿ ñîâåðøåíèÿ ðàáîòû è ñîçäàòü, òàêèì îáðàçîì,
perpetuum mobile âòîðîãî ðîäà.

Îáîçíà÷èì Iν âåëè÷èíó ýíåðãèè, êîòîðîå èçëó÷àåò íà ÷àñòîòå ν, íà-
ãðåòîå äî òåìïåðàòóðû T òåëî ñ åäèíèöû ñâîåé ïîâåðõíîñòè â åäèíèöó
âðåìåíè â åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà. Ïîñðåäñòâîì Aν îáîçíà÷èì êîýôôè-
öèåíò ïîãëîùåíèÿ òåëà, êîòîðûé ðàâåí îòíîøåíèþ ïîãëîùàåìîé òåëîì
ýíåðãèè ê âåëè÷èíå ïîëíîé ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ ÷àñòîòû ν, ïàäàþùåé íà
òåëî. Òîãäà çàêîí Êèðõãîôà ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: îòíîøåíèå ëó÷åèñïóñ-
êàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè òåëà Iν ê åãî ïîãëîùàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè Aν

îäèíàêîâî äëÿ âñåõ òåë è ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèåé òîëüêî ÷à-
ñòîòû è òåìïåðàòóðû. Ïî îïðåäåëåíèþ òåëî íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî
÷åðíûì, åñëè äëÿ âñåõ ÷àñòîò è òåìïåðàòóð Aν = 1. Åñëè ëó÷åèñïóñ-
êàòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà îáîçíà÷èò iν , òî çàêîí
Êèðõãîôà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: îòíîøåíèå ëó÷åèñïóñêàòåëüíîé
ñïîñîáíîñòè òåëà Iν ê åãî ïîãëîùàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè Aν îäèíàêîâî
äëÿ âñåõ òåë è ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèåé òîëüêî ÷àñòîòû è
òåìïåðàòóðû, ðàâíîé èñïóñêàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè àáñîëþòíî ÷åðíîãî
òåëà iν. Îñíîâíîé âûâîä, ê êîòîðîìó ïðèâîäèò çàêîí Êèðõãîôà è çà-
êëþ÷àþùèéñÿ â òîì, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî
÷åðíîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèåé òîëüêî ÷àñòîòû è òåì-
ïåðàòóðû, ìîæåò áûòü çàïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì [f2]

ρν = F (ν, T ), (1.2)

ãäå F (ν, T ) - íåêîòîðàÿ íåîïðåäåëåííàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Èç ýòî-
ãî çàêîíà ñëåäóåò, ÷òî ðàâíîâåñíîå èçëó÷åíèå â ïîëîñòè íå çàâèñèò íå
òîëüêî îò ìàòåðèàëà åå ñòåíîê è òåë, çàêëþ÷åííûõ â íåé, íî òàêæå íå
çàâèñèò è îò ôîðìû ïîëîñòè.

16ñì. Ý.Â. Øïîëüñêèé. Àòîìíàÿ ôèçèêà. Ò.1. Ì.: Íàóêà, 1974. - 575 ñ. �82.
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Çàêîí Êèðõãîôà ñûãðàë ñóùåñòâåííóþ ðîëü â òåîðåòè÷åñêîì ðàñ-
ñìîòðåíèè ïðîáëåìû èçëó÷åíèÿ ÷åðíîãî òåëà, ïîçâîëèâ, â ÷àñòíîñòè,
ââåñòè ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ìàòåðèàë ñòåíîê ïîëîñòè è òåë, çàêëþ÷åí-
íûõ âíóòðè íåå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó äèïîëüíûõ îñöèëëÿòîðîâ,
îòâåòñòâåííûõ çà èçëó÷åíèå è ïîãëîùåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí.

4o. Çàêîíû èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà.
Çàêîí Ñòåôàíà - Áîëüöìàíà. Â 1879 ã. Ñòåôàíîì17 ýìïèðè÷åñêè áûë
óñòàíîâëåí çàêîí � èçëó÷àòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü ÷åðíûõ òåë ïðîïîðöèî-
íàëüíà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè òåìïåðàòóðû [f3]

u = σT 4, (1.3)

ãäå u - èíòåãðàëüíàÿ ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ ÷åðíîãî òåëà, T - òåìïåðàòóðà
òåëà, σ - ïîñòîÿííàÿ.

×åðåç ïÿòü ëåò, â 1884 ã., Áîëüöìàí18 ïîëó÷èë ýòîò ðåçóëüòàò òåîðåòè-
÷åñêè èç òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé è ïîêàçàë, ÷òî äëÿ àáñîëþòíî
÷åðíûõ òåë îí âûïîëíÿåòñÿ ñîâåðøåííî òî÷íî.

Òåîðåìà è çàêîí ñìåùåíèÿ Âèíà. Â 1893 - 1894 ãã. Â. Âèí äî-
êàçàë, ÷òî ðàâíîâåñíîå èçëó÷åíèå, çàêëþ÷åííîå â îáîëî÷êå ñ èäåàëüíî
îòðàæàþùèìè ñòåíêàìè, áóäåò îñòàâàòüñÿ ðàâíîâåñíûì ïðè êâàçèñòàòè-
÷åñêîì ñæàòèè èëè ðàñøèðåíèè îáîëî÷êè (òåîðåìà Âèíà). Èñïîëüçóÿ ýòó
òåîðåìó è îñíîâûâàÿñü íà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ, à òàêæå
ïðèâëåêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíóþ òåîðèþ ñâåòà, Âèí óñòàíîâèë ñëåäóþùóþ
ôîðìóëó [f4]

ρν = ν3F
( ν

T

)
, (1.4)

ãäå F
(

ν
T

)
- íåêîòîðàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ, â êîòîðîé àðãóìåíòîì

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ ν è òåìïåðàòóðû T. Ðàñêðûòü
âèä ýòîé ôóíêöèè, îñíîâûâàÿñü òîëüêî íà òåðìîäèíàìèêå, ò.å. áåç ïðè-
âëå÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî ãèïîòåç î ìîëåêóëÿðíîì ìåõàíèçìå èñïóñêàíèÿ è
ïîãëîùåíèÿ èçó÷åíèÿ òåëîì, îêàçàëîñü íåâîçìîæíûì. Èç ýòîé ôîðìóëû
ñëåäóåò çàêîí Ñòåôàíà - Áîëüöìàíà, â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, âû÷èñëèâ

17Éîçåô Ñòåôàí (24.03.1835-07.01.1893) � àâñòðèéñêèé ôèçèê, ÷ëåí Àâñòðèéñêîé
ÀÍ. Äèðåêòîð è ðåêòîð Èíñòèòóòà ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè Âåíñêîãî óíèâåðñèòå-
òà. Ðàçðàáîòàë òåîðèþ äèôôóçèè ãàçîâ. Èçó÷àë òåïëîïðîâîäíîñòü ãàçîâ.

18Ëþäâèã Áîëüöìàí (20.02.1844 - 05.09.1906) � àâñòðèéñêèé ôèçèê-òåîðåòèê, îäèí
èç îñíîâîïîëîæíèêîâ êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, ÷ëåí Àâñòðèéñêîé ÀÍ.
Âûñêàçàë ýðãîäè÷åñêóþ ãèïîòåçó, âûâåë îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå èäåàëü-
íûõ ãàçîâ, ñâÿçàë ýíòðîïèþ ñèñòåìû ñ âåðîÿòíîñòüþ åå ñîñòîÿíèÿ è äîêàçàë ñòàòè-
ñòè÷åñêèé õàðàêòåð âòîðîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè, ñôîðìóëèðîâàë H - òåîðåìó, èç
òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé âûâåë ñóùåñòâîâàíèå äàâëåíèÿ ñâåòà.
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èíòåãðàëüíóþ ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ

u =

∞∫

0

ρνdν,

ââåäÿ ïðè ýòîì íîâóþ ïåðåìåííóþ ξ = ν/T è îáîçíà÷àÿ èíòåãðàë∫∞
0

ξ3F (ξ)dξ = σ ÷åðåç ïîñòîÿííóþ Ñòåôàíà - Áîëüöìàíà.
Èç î÷åâèäíîãî óñëîâèÿ ρνdν = ρλdλ, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè (1.4),

ñëåäóåò19, óñòàíîâëåííûé òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíî, çàêîí ñìåùåíèÿ Âè-
íà [f5]

λmaxT = const = b, (1.5)
ïðè÷åì èç èçìåðåíèé èçâåñòíî, ÷òî b = 0.2898 [ñì·K]. Çàêîí ñìåùåíèÿ
Âèíà îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå (ñìåùåíèå) ìàêñèìóìà èçëó÷åíèÿ (ò.å. äëè-
íû âîëíû, íà êîòîðîé íàáëþäàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü èçëó-
÷åíèÿ) ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû òåëà.

Â 1896 ã. Âèí, îñíîâûâàÿñü íà ãèïîòåçå î òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ ïî ÷àñòîòàì àíàëîãè÷íî ìàêñâåë-
ëîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ìîëåêóë ãàçà ïî ñêîðîñòÿì, ïðåäëîæèë ôîðìó-
ëó äëÿ îïèñàíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî
òåëà [f6]

ρν = c1ν
3 exp

(
c2

ν

T

)
, (1.6)

ãäå c1 è c2 - ïîñòîÿííûå. Ýòà ôîðìóëà äàâàëà êà÷åñòâåííîå ñîãëàñèå òåî-
ðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé êðèâûõ ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè â ñïåê-
òðå èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà, ò.å. äàâàëà ìàêñèìóì íà êðèâîé
ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ðèñ.1.1). Îäíàêî êîëè÷åñòâåííîå ñîãëàñèå ñ äàí-
íûìè ýêñïåðèìåíòà íàáëþäàëîñü òîëüêî â îáëàñòè âûñîêèõ ÷àñòîò èëè
êîðîòêèõ äëèí âîëí. Êðîìå ýòîãî, íåîáõîäèìî áûëî åùå îáîñíîâàòü ãè-
ïîòåçó, èñïîëüçîâàííóþ ïðè âûâîäå ôîðìóëû (1.6).

5o. Ôîðìóëà Ðýëåÿ - Äæèíñà. Ýòà ôîðìóëà áûëà ïîëó÷åíà ñ ïî-
ìîùüþ òåîðåìû î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâî-
áîäû ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ïðè-
õîäÿùàÿñÿ íà îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû ðàâíà 1

2
kT. ×àùå âñåãî ïîä ýíåðãèåé

ïîäðàçóìåâàåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Îäíàêî, â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ, èñïîëüçóÿ òåîðåìó âèðèàëà, ìîæíî íàéòè ñâÿçü ìåæäó ñðåä-
íåé êèíåòè÷åñêîé è ñðåäíåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ñèñòåìû. Íàïðèìåð,

19Äëÿ ýòîãî íàäî âûðàçèòü ρλ è èç óñëîâèÿ ∂ρλ

∂λ = 0 ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè F (η), ãäå η = c

λT . Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè-
âåäåò ê îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ η = const. Îòñþäà è áóäåò ñëåäîâàòü ñîîòíîøåíèå
(1.5)
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Ðèñ. 1.1: Ñðàâíåíèå êðèâûõ ðàñïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åð-
íîãî òåëà, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Âèíà (1), Ðýëåÿ - Äæèíñà (2) è Ïëàíêà (3). Ðàñïðåäå-
ëåíèå, ïîëó÷åííîå ïî ôîðìóëå Ïëàíêà ñîâïàäàåò ñ ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûì [pic1]

äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà åãî ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâ-
íà åãî ñðåäíåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ñòåïåíü ñâîáî-
äû, ñîîòâåòñòâóþùóþ ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó ïðèõîäèòñÿ ýíåðãèÿ
ðâàíàÿ 1

2
kT + 1

2
kT = kT.

Ðýëåé âïåðâûå âîñïîëüçîâàëñÿ òåîðåìîé î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëå-
íèè ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé ýíåðãèè â çàìêíóòîé ïîëîñòè. Èäåÿ ñîñòîÿëà â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü èìååòñÿ íåêàÿ ïîëîñòü, íå ñîäåðæàùàÿ ìàòåðèè è èìåþùàÿ çåð-
êàëüíî îòðàæàþùèå ñòåíêè, êîòîðûå íàãðåòû äî òåìïåðàòóðû T. Áëà-
ãîäàðÿ èçëó÷åíèþ ñòåíîê, âíóòðè ïîëîñòè áóäåò ñóùåñòâîâàòü ýëåêòðî-
ìàãíèòíîå ïîëå. Ýòî ïîëå ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñèñòåìó ñòîÿ÷èõ âîëí
ðàçëè÷íîé ÷àñòîòû è ðàçíîãî íàïðàâëåíèÿ. Êàæäàÿ òàêàÿ ñòîÿ÷àÿ âîëíà
è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòàðíîå ñîñòîÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ýíåðãèè, íà êàæ-
äóþ ñòîÿ÷óþ âîëíó äîëæíà ïðèõîäèòüñÿ ýíåðãèÿ, ðàâíàÿ kT, ïî 1

2
kT íà

ñðåäíþþ ýíåðãèþ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé. Ñëåäîâàòåëüíî,
âû÷èñëåíèå ýíåðãèè ïîëÿ äëÿ èíòåðâàëà ÷àñòîò îò ν äî ν + dν ñâîäèòñÿ
ê îòûñêàíèþ ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ñòîÿ÷èõ âîëí èç çàäàííîãî èíòåðâàëà
÷àñòîò. Òàêîé ïîäñ÷åò áûë îñóùåñòâëåí Äæèíñîì, à êîíå÷íàÿ ôîðìóëà
ïîëó÷èëà íàçâàíèå ôîðìóëû Ðýëåÿ - Äæèíñà [f7]

ρν =
8πν2

c3
kT, (1.7)
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ãäå c - ñêîðîñòü ñâåòà. Ýòà ôîðìóëà äàâàëà ðåçóëüòàòû, ñîãëàñóþùèåñÿ ñ
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè òîëüêî â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò. Â îáëàñòè âûñîêèõ
÷àñòîò íàáëþäàëîñü êðèòè÷åñêîå ðàñõîæäåíèå (ðèñ.1.1). Äåéñòâèòåëüíî,
ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.7), èíòåãðàëüíàÿ ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî
÷åðíîãî òåëà ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îñöèëëÿòîðû èçëó-
÷àþùåãî òåëà äîëæíû èçëó÷àòü ýíåðãèþ äî òåõ ïîð, ïîêà èõ òåìïåðàòó-
ðà íå äîñòèãíåò àáñîëþòíîãî íóëÿ. Ýòîò âûâîä íàõîäèòñÿ â âîïèþùåì
ïðîòèâîðå÷èè ñ îïûòîì, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ðàâíîâåñèå
ìåæäó èçëó÷åíèåì è åãî ìàòåðèàëüíûìè öåíòðàìè ìîæåò áûòü äîñòèã-
íóòî ïðè ëþáîé òåìïåðàòóðå è, âî-âòîðûõ, îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè
ðàâíîâåñèè ïëîòíîñòü ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîòíî-
ñòüþ ýíåðãèè, çàêëþ÷åííîé â ìàòåðèàëüíûõ òåëàõ. Ïî îáðàçíîìó âûðà-
æåíèþ Ï. Ýðåíôåñòà, òîò âûâîä, ÷òî îñíîâíàÿ ÷àñòü ýíåðãèè â ñïåêòðå
èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà äîëæíà ïðèõîäèòüñÿ íà êîðîòêîâîë-
íîâóþ îáëàñòü ñïåêòðà, áûë íàçâàí "óëüòðàôèîëåòîâîé êàòàñòðîôîé".
Ëîðåíö20, ãîâîðÿ îá ýòîé ïðîáëåìå, îòìå÷àë, ÷òî "óðàâíåíèÿ êëàññè÷å-
ñêîé ôèçèêè îêàçàëèñü íåñïîñîáíûìè îáúÿñíèòü, ïî÷åìó óãàñøàÿ ïå÷ü
íå èñïóñêàåò æåëòûõ ëó÷åé íàðÿäó ñ èçëó÷åíèåì áîëåå äëèííûõ âîëí".

6o. Ôîðìóëà Ïëàíêà. Ôîðìóëà Ðýëåÿ - Äæèíñà ñîîòâåòñòâîâàëà
ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò, à ôîðìóëà Âè-
íà � â îáëàñòè âûñîêèõ ÷àñòîò, íî îíè íå îïèñûâàëè âñþ ýêñïåðèìåí-
òàëüíóþ êðèâóþ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî
òåëà. Ïëàíêó, ñíà÷àëà ÷èñòî ýìïèðè÷åñêè, óäàëîñü íàéòè ôîðìóëó, êî-
òîðàÿ õîðîøî ñîãëàñîâûâàëàñü ñ äàííûìè îïûòà è â äâóõ ïðåäåëüíûõ
ñëó÷àÿõ ïåðåõîäèëà ëèáî â ôîðìóëó Ðýëåÿ - Äæèíñà, ëèáî â ôîðìóëó
Âèíà. Òàêèì îáðàçîì Ïëàíê íàøåë ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå çàêîíà
ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè â ñïåêòðå àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà. Îäíàêî, äëÿ
òåîðåòè÷åñêîãî âûâîäà ýòîé ôîðìóëû íåîáõîäèìî áûëî ñäåëàòü ïðåäïî-
ëîæåíèå, àáñîëþòíî íåïðèåìëåìîå ñ òî÷êè çðåíèÿ âñåé ñèñòåìû ïðåä-

20Õåíäðèê Àíòîí Ëîðåíö (18.07.1853 - 04.02.1928) � íèäåðëàíäñêèé ôèçèê-
òåîðåòèê, ñîçäàòåëü êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîííîé òåîðèè, ÷ëåí Íèäåðëàíäñêîé ÀÍ, Íî-
áåëåâñêèé ëàóðåàò. Îñíîâûâàÿñü íà òåîðèè Ìàêñâåëëà - Ãåðöà, ñîçäàë êëàññè÷åñêóþ
òåîðèþ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé, áàçèðóþùóþñÿ íà àíàëèçå äâèæåíèÿ äèñêðåòíûõ
ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, ò.å. ââåë â ó÷åíèå îá ýëåêòðè÷åñòâå àòîìèñòèêó. Âûâåë ôîð-
ìóëó, ñâÿçûâàþùóþ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ñ ïëîòíîñòüþ äèýëåêòðèêà, è
çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âåùåñòâà îò åãî ïëîòíîñòè (ôîðìóëà Ëîðåíöà
- Ëîðåíòöà), äàë âûðàæåíèå äëÿ ñèëû, äåéñòâóþùåé íà äâèæóùèéñÿ çàðÿä â ýëåê-
òðîìàãíèòíîì ïîëå (ñèëà Ëîðåíöà), ïðåäñêàçàë ÿâëåíèå ðàñùåïëåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ
ëèíèé â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå, äëÿ îáúÿñíåíèÿ îïûòà Ìàéêåëüñîíà - Ìîðëè âû-
äâèíóë ãèïîòåçó î ñîêðàùåíèè ðàçìåðîâ òåë â íàïðàâëåíèè èõ äâèæåíèÿ (ñîêðàùåíèå
Ëîðåíöà - Ôèòöæåðàëüäà), âûâåë ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò - ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåí-
öà, ïîëó÷èë ôîðìóëó çàâèñèìîñòè ìàññû ýëåêòðîíà îò ñêîðîñòè è ìíîãîå äðóãîå.
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ñòàâëåíèé êëàññè÷åñêîé ôèçèêè. Íåîáõîäèìî áûëî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
ýíåðãèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ îáúåêòîâ (àòîìîâ è ìîëåêóë), êîòîðûå ìî-
äåëèðîâàëèñü ýëåìåíòàðíûìè äèïîëüíûìè îñöèëëÿòîðàìè (âèáðàòîðû
Ãåðöà), ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî îïðåäåëåííûå, äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ. Ñ
òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ôèçèêè ýòî íåâîçìîæíî � äèïîëüíûé îñöèë-
ëÿòîð ìîæåò èìåòü, à òàêæå ïîãëîùàòü è èçëó÷àòü, ïðè÷åì íåïðåðûâíî,
ëþáóþ ýíåðãèþ (ñì. ôîðìóëó (1.1)).

Ãèïîòåçà Ïëàíêà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äèïîëüíûå îñ-
öèëëÿòîðû ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî â íåêîòîðûõ èçáðàííûõ ñîñòîÿíèÿõ,
â êîòîðûõ èõ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ öåëûì êðàòíûì íàèìåíüøåãî êîëè÷åñòâà
ýíåðãèè ε0 :

ε0, 2ε0, ..., nε0, ...;

ïðè èçëó÷åíèè èëè ïîãëîùåíèè îñöèëëÿòîðû ïåðåõîäÿò èç îäíèõ ñîñòî-
ÿíèé â äðóãèå ñêà÷êîì, ìèíóÿ ïðîìåæóòî÷íûå ñîñòîÿíèÿ.

Íà îñíîâàíèè ñâîåé ãèïîòåçû Ïëàíê âûâåë ôîðìóëó äëÿ ñïåêòðàëü-
íîé ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà â ñëåäóþùåì âèäå [f8]

ρν =
8πν2

c3

ε0

eε0/kT − 1
. (1.8)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ëþáàÿ ïðàâèëüíàÿ ôîðìóëà èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åð-
íîãî òåëà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü òåðìîäèíàìè÷åñêîìó çàêîíó Âèíà (1.4),
òî, î÷åâèäíî, äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ôîðìóëû (1.8) ýòîìó çàêîíó, íåîáõî-
äèìî ïðèíÿòü, ÷òî [f9]

ε0 = hν, (1.9)
ãäå h � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ [ýíåðãèÿ
× âðåìÿ]. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ õîðîøî èçâåñòíàÿ ôîðìóëà Ïëàíêà
[f10]

ρν =
8πhν3

c3

1

ehν/kT − 1
. (1.10)

Óíèâåðñàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ h � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà � ÿâëÿåòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ôèçè÷åñêîé ïîñòîÿííîé. Åå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ ïðèíÿòî ñëåäóþùåå çíà÷åíèå h = 6, 626176 10−27 ýðã·ñ.

Ôîðìóëà Ðýëåÿ - Äæèíñà áûëà ïîëó÷åíà íà îñíîâàíèè òåîðåìû î
ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ôèçè÷åñêîé
ñèñòåìû, ïðè ýòîì äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà êàæäóþ ñòåïåíü ñâî-
áîäû ïðèõîäèòñÿ ýíåðãèÿ ðàâíàÿ ε = kT. Â ñèëó òîãî, ÷òî âåëè÷èíà
(8πν2/c3) dν îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â èíòåðâàëå ÷àñòîò îò ν äî ν + dν, òî èç ôîðìóëû Ïëàíêà
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ñëåäóåò âûâîä î òîì, ÷òî ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà îäíó ñòå-
ïåíü ñâîáîäû, íå îäèíàêîâà äëÿ ñòîÿ÷èõ âîëí ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè.
À èìåííî, èç ôîðìóëû Ïëàíêà ñëåäóåò, ÷òî [f11]

ε =
hν

ehν/kT − 1
. (1.11)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ν âåëè÷èíà ε áûñòðî óáûâàåò, ÷åì è îáúÿñ-
íÿåòñÿ êîíå÷íîñòü âåëè÷èíû èíòåãðàëüíîé ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ ÷åðíîãî
òåëà.Òàêèì îáðàçîì, âûâîä, âûòåêàþùèé èç ôîðìóëû Ïëàíêà, íàõîäèòñÿ
â ãëóáîêîì ïðîòèâîðå÷èè ñ òåîðåìîé î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ýíåð-
ãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îñíîâàíà íà êëàññè-
÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå. Äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ñîáîé ðàâíîâåñíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå, ýòà òåîðåìà
íå ñïðàâåäëèâà.

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî äëÿ èíòåãðàëüíîé ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ
èç ôîðìóëû Ïëàíêà ñëåäóåò çàêîí Ñòåôàíà - Áîëüöìàíà [f12]

u = 51.84
πk4

c3h3
T 4, (1.12)

ãäå ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà - Áîëüöìàíà σ = 51.84 πk4

c3h3 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñòîÿííûå, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ýòèõ êîíñòàíò.

1.1.2 Ôîòîýôôåêò
Ïðîâîäÿ ýêñïåðèìåíòû ñ èñêðîâûì ðàçðÿäîì, Ã. Ãåðö â 1887 ã. îáíàðó-
æèë, ÷òî ïðîñêàêèâàíèå èñêðû ìåæäó ýëåêòðîäàìè ðàçðÿäíèêà çíà÷è-
òåëüíî îáëåã÷àåòñÿ, åñëè îòðèöàòåëüíûé ýëåêòðîä îáëó÷àòü óëüòðàôèî-
ëåòîâûì èçëó÷åíèåì. Â ñëåäóþùåì ãîäó ýòî ÿâëåíèå áûëî íåçàâèñèìî
îòêðûòî âíîâü Ãàëüâàêñîì21, Ðèãè22 è Ñòîëåòîâûì23. Ñóòü ÿâëåíèÿ ñî-
ñòîèò â âûáèâàíèè ýëåêòðîíîâ ñ ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà ïðè îáëó÷åíèè åãî

21Âèëüãåëüì Ëþäâèã Ôðàíö Ãàëüâàêñ (09.07.1859 - 20.06.1922) - íåìåöêèé ôèçèê
ýêñïåðèìåíòàòîð. Ïîêàçàë, ÷òî ìåòàëëè÷åñêàÿ ïëàñòèíêà ïðè îáëó÷åíèè êîðîòêèì
óëüòðàôèîëåòîâûì èçëó÷åíèåì çàðÿæàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî.

22Àóãóñòî Ðèãè (27.08.1850 - 08.06.1921) - èòàëüÿíñêèé ôèçèê, ÷ëåí Àêàäåìèè äåè
Ëèí÷åè. Îòêðûë ìàãíèòíûé ãèñòåðåçèñ, íàáëþäàë âíåøíèé ôîòîýôôåêò íå òîëüêî ó
ìåòàëëîâ, íî è ó äèýëåêòðèêîâ, ñîçäàë ôîòîýëåìåíò è ïðåäëîæèë ýòîò òåðìèí.

23Àëåêñàíäð Ãðèãîðüåâè÷ Ñòîëåòîâ (29.07.1839 - 14.05.1896) � ðóññêèé ôèçèê. Ïðî-
ôåññîð Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, áûë èíèöèàòîðîì ñîçäàíèÿ ôèçè÷åñêîãî èíñòè-
òóòà ïðè Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå. Ðàáîòû ïîñâÿùåíû ýëåêòðîìàãíåòèçìó, îïòèêå
è ìîëåêóëÿðíîé ôèçèêå. Îòêðûë è ïîäðîáíî èññëåäîâàë ÿâëåíèå âíåøíåãî ôîòîýô-
ôåêòà. Ñîçäàë ïåðâûé ôîòîýëåìåíò, îñíîâàííûé íà âíåøíåì ôîòîýôôåêòå, èçó÷èë
èíåðöèîííîñòü ôîòîòîêà, îáíàðóæèë ôîòîòîê íàñûùåíèÿ.
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ýëåêòðîìàãíèòíûì èçëó÷åíèåì ïîäõîäÿùåé ÷àñòîòû � òàê íàçûâàåìûé
âíåøíèé ôîòîýôôåêò.

Â ðåçóëüòàòå ìíîãî÷èñëåííûõ îïûòîâ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âûáèòûõ ýëåêòðîíîâ íå çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè ïî-
òîêà èçëó÷åíèÿ, ïàäàþùåãî íà ïîâåðõíîñòü ìåòàëëà. Îò èíòåíñèâíîñòè
çàâèñèò ëèøü ÷èñëî âûáèòûõ ýëåêòðîíîâ (âåëè÷èíà ôîòîòîêà), ïðè÷åì
ýòà çàâèñèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïðîïîðöèîíàëüíîé. Ñêîðîñòü âûáèòûõ
ýëåêòðîíîâ çàâèñèò òîëüêî îò ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ, à èìåííî, ñ óâåëè÷åíè-
åì ÷àñòîòû ëèíåéíî âîçðàñòàåò è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âûáèòûõ ýëåê-
òðîíîâ. Ïðè÷åì, ôîòîýôôåêò íå íàáëþäàåòñÿ, åñëè ÷àñòîòà ïàäàþùå-
ãî èçëó÷åíèÿ ìåíüøå íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòû (êðàñíàÿ ãðàíèöà
ôîòîýôôåêòà), êîòîðàÿ èìååò ñâîå õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ
ìåòàëëîâ. Ñ ïîçèöèé êëàññè÷åñêîé ôèçèêè íå óäàëîñü íàéòè óäîâëåòâî-
ðèòåëüíîãî îáúÿñíåíèÿ ýòèì çàêîíîìåðíîñòÿì ôîòîýôôåêòà.

Ïðîáëåìó ôîòîýôôåêòà óäàëîñü ðåøèòü Ýéíøòåéíó, êîòîðûé â 1905
ã. ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü ñâåò êàê ïîòîê ÷àñòèö (ôîòîíîâ) ñ ýíåðãèåé
hν. Òàêàÿ êîðïóñêóëÿðíàÿ òî÷êà çðåíèÿ êîðåííûì îáðàçîì ïðîòèâîðå÷è-
ëà óñòîÿâøåéñÿ â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå âîëíîâîé ïðèðîäå ñâåòà. Âìåñòå
ñ òåì ýòà ãèïîòåçà ïîçâîëèëà îáúÿñíèòü âñå çàêîíîìåðíîñòè ôîòîýôôåê-
òà. Êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ìåõàíèçìà ôîòîýôôåêòà ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ
äîñòàòî÷íî ïðîñòà. Ôîòîí, ïîãëîùàÿñü â ìåòàëëå, îòäàåò ñâîþ ýíåðãèþ
ýëåêòðîíó, è åñëè ýòà ýíåðãèÿ äîñòàòî÷íà äëÿ îñâîáîæäåíèÿ ýëåêòðîíà
îò óäåðæèâàþùèõ åãî ñâÿçåé, òî îí âûõîäèò çà ïðåäåëû ìåòàëëè÷åñêî-
ãî îáðàçöà. Åñëè ïðåíåáðå÷ü äîñòàòî÷íî ðåäêèìè ìíîãîôîòîííûìè ïðî-
öåññàìè ïîãëîùåíèÿ, òî ýòà ïðîñòàÿ êàðòèíà âïîëíå àäåêâàòíà. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî âûáèòûõ ýëåêòðîíîâ äîëæíî áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî
÷èñëó ïîãëîùåííûõ ôîòîíîâ, ò.å. ïðîïîðöèîíàëüíî èíòåíñèâíîñòè èçëó-
÷åíèÿ (1-é çàêîí âíåøíåãî ôîòîýôôåêòà - çàêîí Ñòîëåòîâà). Êèíåòè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âûáèòûõ ýëåêòðîíîâ çàâèñèò îò ýíåðãèè ôîòîíîâ, à ò.ê.
ïîñëåäíÿÿ ðàâíà hν, òî ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ äîëæíà ëèíåéíî çàâèñåòü îò
÷àñòîòû ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ, íî íå çàâèñåòü îò åãî èíòåíñèâíîñòè.

Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ ôîòîýôôåêòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî
óðàâíåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà [e1]

hν = I + A + E, (1.13)

ãäå I - ýíåðãèÿ îòðûâà ýëåêòðîíà îò àòîìà (ýíåðãèÿ èîíèçàöèè), A - ðà-
áîòà âûõîäà, ò.å. ýíåðãèÿ íåîáõîäèìàÿ äëÿ âûñâîáîæäåíèÿ ýëåêòðîíà èç
ìåòàëëà, E = mv2/2 - êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âûáèòîãî ýëåêòðîíà (m -
ìàññà, v - ñêîðîñòü ýëåêòðîíà). Åñëè ñ÷èòàòü ýëåêòðîíû â ìåòàëëå ñâî-
áîäíûìè, òî ìîæíî ïîëîæèòü I = 0.
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Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ïîëíîñòüþ âûäåðæàëî âñå ýêñïåðèìåíòàëüíûå
ïðîâåðêè. Îáðàòèì âíèìàíèå íà îäèí èç òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Èç óðàâ-
íåíèÿ (1.13) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ýíåðãèÿ ôîòîíà hν >> A (I = 0), òî êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âûáèòîãî ýëåêòðîíà ïðèìåðíî ðàâíà ýíåðãèè ôîòîíà,
ò.å. E = mv2/2 ≈ hν. Ýíåðãèþ âûáèòûõ ýëåêòðîíîâ èçìåðÿþò ñ ïîìîùüþ
çàïèðàþùåãî íàïðÿæåíèÿ U , ò.å. Emax = eU = hν (çäåñü e - çàðÿä ýëåê-
òðîíà). Ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèÿ âûáèòîãî ýëåêòðîíà íå ìîæåò ïðåâçîé-
òè âïîëíå îïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó - ýíåðãèþ ïîãëîùåííîãî ôîòîíà. Ýòî
ýíåðãåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî îáåðíóòü. Âñïîìíèì ïðî òîðìîçíîå
èçëó÷åíèå ýëåêòðîíîâ, ïðèâåäøåå ê îòêðûòèþ Ðåíòãåíà. Óñêîðåííûå ïðè
ïðîõîæäåíèè ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ U ýëåêòðîíû, ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ
àíòèêàòîäîì ãåíåðèðîâàëè ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå - ðåíòãåíîâñêîå
èçëó÷åíèå. Åñëè ïðåäñòàâëåíèÿ î êîðïóñêóëÿðíîé ïðèðîäå ñâåòà âåðíû,
òî ÷àñòîòà ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ íå ìîæåò ïðåâûøàòü ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ νmax = eU/h èëè ýòî èçëó÷åíèå äîëæíî èìåòü ìèíèìàëü-
íóþ äëèíó âîëíû λmin = c/νmax = ch/eU - ýòî êîðîòêîâîëíîâàÿ ãðàíèöà
ñïëîøíîãî ñïåêòðà òîðìîçíîãî ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ. Îòñþäà ñëå-
äóåò ñîîòíîøåíèå

λminU = ch/e = const.

Ýòî ñîîòíîøåíèå áûëî ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èññëåäîâàíè-
ÿìè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ýêñïåðèìåíòîì çàìåòèì ñëåäóþùåå. Òîðìîçíîå èçëó-
÷åíèå åñòü íàãëÿäíûé ïðèìåð ðîæäåíèÿ ÷àñòèö èç ýíåðãèè. Â ñâÿçè ñ
òåì, ÷òî ýëåêòðîíû, ïàäàþùèå íà àíòèêàòîä, íå èñ÷åçàþò êàê ÷àñòèöû,
òî ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè ýòèõ ýëåêòðîíîâ â ýíåðãèþ èçëó÷åíèÿ, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïîòîê ÷àñòèö (ôîòîíîâ). Ôîòîíû ÿâëÿþòñÿ áåçìàññîâûìè ÷àñòèöà-
ìè, äâèæóùèìèñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà (ñîáñòâåííî, ýòî è åñòü ñâåò). Ôè-
çèêà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö èçîáèëóåò ïðèìåðàìè ðîæäåíèÿ èç ýíåðãèè
÷àñòèö, îáëàäàþùèõ íåíóëåâîé ìàññîé ïîêîÿ, à òàêæå ïðèìåðàìè îáðàò-
íîãî ÿâëåíèÿ - ïðåâðàùåíèÿ âåùåñòâà â ýíåðãèþ ïðè àííèãèëÿöèè ÷àñòèö
è àíòè÷àñòèö. Âñå ýòè ïðåâðàùåíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ èçâåñòíîé ôîðìóëîé
Ýéíøòåéíà îá ýêâèâàëåíòíîñòè ìàññû è ýíåðãèè [f13]

E = mc2 =
m0c

2

√
1− v2

c2

=
√

c2p2 + m2
0c

4, (1.14)

ãäå p = mv - èìïóëüñ ÷àñòèöû, m = m0/
√

1− v2/c2 - ðåëÿòèâèñòñêàÿ
ìàññà ÷àñòèöû, m0 - ìàññà ïîêîÿ ÷àñòèöû. Åñëè ìàññà ïîêîÿ ÷àñòèöû
ðàâíà íóëþ (íàïðèìåð, äëÿ ôîòîíîâ), òî ýíåðãèÿ è èìïóëüñ òàêèõ ÷àñòèö
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ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì [f14]
E = cp. (1.15)

1.1.3 Ýôôåêò Êîìïòîíà
Ñîãëàñíî âîëíîâîé òåîðèè ñâåòà ìåõàíèçì ðàññåÿíèÿ ñîñòîèò â ðàñêà÷è-
âàíèè ýëåêòðîíîâ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ïàäàþùåé âîëíû, ò.å. â âîç-
áóæäåíèè ýëåêòðè÷åñêèõ äèïîëüíûõ îñöèëëÿòîðîâ. Ýòè îñöèëëÿòîðû,
ñîâåðøàÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé âíåøíåãî ïîëÿ, äîëæíû
èçëó÷àòü ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû òîé æå ÷àñòîòû. ßâëåíèå ðàññåÿíèÿ
ñîñòîèò â òîì, ÷òî èçëó÷åíèå äèïîëåé ïðîèñõîäèò âî âñå ñòîðîíû. Îä-
íàêî ïîñëå îòêðûòèÿ ðåíòãåíîâñêîãî è γ-èçëó÷åíèé ñòàëè çàìå÷àòü, ÷òî
ïðè ðàññåÿíèè êîðîòêîâîëíîâîãî èçëó÷åíèÿ â ñîñòàâå ðàññåÿííîãî èç-
ëó÷åíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ áîëåå äëèííûå âîëíû. Äî ñîçäàíèÿ ðåíòãåíîâñêèõ
ñïåêòðîãðàôîâ ýòî ÿâëåíèå ñïèñûâàëè íà âëèÿíèå âòîðè÷íûõ ôàêòîðîâ.
Â 1922 - 1923 ãã. Êîìïòîí, âîñïîëüçîâàâøèñü ðåíòãåíîâñêèì ñïåêòðîãðà-
ôîì, òùàòåëüíî èçó÷èë ýòî ÿâëåíèå è ïîêàçàë, ÷òî îíî íåïîñðåäñòâåííî
ñâÿçàíî ñ ñàìèì ìåõàíèçìîì ðàññåÿíèÿ è åãî íèêàê íåëüçÿ îòíåñòè ê
âëèÿíèþ ïîáî÷íûõ ôàêòîðîâ. Óâåëè÷åíèå äëèíû âîëíû ðàññåÿííîãî èç-
ëó÷åíèÿ ∆λ = λ′ − λ ïîëó÷èëî íàçâàíèå êîìïòîíîâñêîãî ñìåùåíèÿ, à
ñàìî ÿâëåíèå - ýôôåêòà Êîìòîíà. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âåëè÷èíà êîì-
òîíîâñêîãî ñìåùåíèÿ ∆λ íå çàâèñèò îò ñîñòàâà ðàññåèâàþùåãî òåëà è îò
äëèíû ïàäàþùåé âîëíû λ, íî çàâèñèò îò óãëà ðàññåÿíèÿ ϑ24.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ôèçèêè ýòîò ýôôåêò îáúÿñíèòü íå
óäàëîñü. Îäíàêî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòîê ÷àñòèö ñ ýíåðãèåé E = ~ω è èìïóëüñîì ~p = ~~k
(~ = h/2π - ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, ω - öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ, ~k

- âîëíîâîé âåêòîð (|~k| = 2π/λ)), à àêò ðàññåÿíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñî-
óäàðåíèå äâóõ ÷àñòèö - ýëåêòðîíà è ôîòîíà, òî, ïðèìåíÿÿ çàêîíû ñîõðà-
íåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ê ýòîìó ïðîöåññó, ìîæíî ðàññ÷èòàòü âåëè÷èíó
ñìåùåíèÿ ∆λ, êîòîðîå ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè íàáëþäåíèÿ. Çàïèøåì çà-
êîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà [e2]

{
~ω − ~ω′ = c2(m−m0),

~~k − ~~k′ = m~v.
(1.16)

Çäåñü ~v - ñêîðîñòü ýëåêòðîíà ïîñëå ñîóäàðåíèÿ. Äî ñòîëêíîâåíèÿ ñ ôî-
òîíîì ýëåêòðîí ñ÷èòàåòñÿ ïîêîÿùèìñÿ è ñâîáîäíûì. Òàêîå ïðåäïîëîæå-
íèå âïîëíå äîïóñòèìî, ò.ê. ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò íà ýëåêòðîíàõ âíåøíèõ

24Óãîë ðàññåÿíèÿ - ýòî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè èìïóëüñà ôîòîíà äî è ïîñëå åãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýëåêòðîíîì.
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îáîëî÷åê àòîìîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ýëåêòðîíû ñîõðàíÿ-
þò äî ñòîëêíîâåíèÿ ñ ôîòîíîì ñâîþ ëîêàëèçàöèþ è èõ ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ðàâíà íóëþ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, èõ ìîæíî
ñ÷èòàòü ïî÷òè ñâîáîäíûìè, ò.ê. îíè ñëàáî ñâÿçàíû ñ ÿäðîì àòîìà (íèç-
êèé ïîòåíöèàë èîíèçàöèè)25. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â (1.16) çàïèñàíà â
ðåëÿòèâèñòñêîé ôîðìå, m0 ìàññà ïîêîÿ ýëåêòðîíà. Ïðè ìàëûõ ñêîðî-
ñòÿõ, ò.å. êîãäà v << c, âûðàæåíèå c2(m −m0) ïåðåõîäèò â âûðàæåíèå,
õîðîøî èçâåñòíîå â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, mv2/2. Âûðàæåíèå äëÿ èì-
ïóëüñà ôîòîíà ëåãêî ïîëó÷èòü èñïîëüçóÿ (1.15). Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ
âûïîëíåííûì ðàâåíñòâî cp = ~ω è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîãî
âåêòîðà, ïîëó÷èì p = ~k.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîëó÷èì äëÿ âåëè÷è-
íû êîìòîíîâñêîãî ñìåùåíèÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå [f15]

∆λ = 2λc sin2

(
ϑ

2

)
, (1.17)

ãäå λc = h
m0c

- êîìòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû, êîòîðàÿ äëÿ ýëåêòðîíà ðàâíà
λc = 0.024 �A. Ýòà ôîðìóëà â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò äàííûì íàáëþäå-
íèÿ.

Ñäåëàåì ðÿä çàìå÷àíèé.
10. Ìàêñèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïåðåäàíà ýëåêòðîíó ôî-
òîíîì ÷àñòîòû ν ïðè èõ âçàèìîäåéñòâèå, ðàâíà ∆Emax = m0c

2 2γ2

1+2γ
, ãäå

γ = λc

λ
. Èç óðàâíåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà (1.16) âûðàçèì ìàêñè-

ìàëüíóþ ñêîðîñòü, ïðèîáðåòàåìóþ ýëåêòðîíîì ïðè òàêîì ñîóäàðåíèè ñ
ôîòîíîì

v = c


1−

(
1

1 + 2γ2

1+2γ

)2



1
2

Ïðè γ → 0 ñêîðîñòü òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ v ≈ c2γ → 0, à ïðè γ →∞
ñêîðîñòü ýëåêòðîíà ñòðåìèòñÿ ê ñêîðîñòè ñâåòà v ≈ c(1− 1

2γ2 ) → c. Òàêèì
îáðàçîì, õîòÿ âåëè÷èíà êîìïòîíîâñêîãî ñìåùåíèÿ íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû
ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ, íî âåëè÷èíà ïåðåäàâàåìîé ýëåêòðîíó ýíåðãèè, à,
ñëåäîâàòåëüíî, è âåëè÷èíà ïðèîáðåòàåìîãî ýëåêòðîíîì èìïóëüñà, ñóùå-
ñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿò îò íåå.
20. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàþò èíòåðåñíûå âîïðîñû. Íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ
ëè êîìòîí-ýôôåêò óêàçàíèåì íà òî, ÷òî ôîòîí ìîæåò äåëèòüñÿ íà ÷àñòè?

25Äëÿ ñðàâíåíèÿ óêàæåì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïîòåíöèàë èîíèçàöèè ó àòîìà ãåëèÿ
(24,58 ýÂ), à ìèíèìàëüíûé � ó àòîìà íàòðèÿ (5,138 ýÂ). Ýíåðãèÿ æå êâàíòîâ ðåíòãå-
íîâñêîãî èçëó÷åíèÿ íà÷èíàåòñÿ îò òûñÿ÷ è ïðîñòèðàåòñÿ âïëîòü äî 108 ýÂ
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Ïðè÷åì îòäåëÿþùàÿñÿ ÷àñòü ôîòîíà ìîæåò áûòü ëþáîé â çàâèñèìîñòè îò
óãëà ðàññåÿíèÿ è äëèíû âîëíû. Êàêîâ ìåõàíèçì âçàèìîäåéñòâèÿ ôîòîíà
è ýëåêòðîíà? Äåéñòâèòåëüíî ëè ýòî âçàèìîäåéñòâèå ïîäîáíî ñîóäàðåíèþ
äâóõ áèëüÿðäíûõ øàðîâ? Èëè ýëåêòðîí ïîãëîùàåò ôîòîí, à çàòåì èñ-
ïóñêàåò äðóãîé, ïîëó÷èâ èìïóëüñ îòäà÷è? Ýòî òåì áîëåå èíòåðåñíî, ÷òî
ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëî ïîäòâåðæäåíî ñòðîãîå ñîáëþäåíèå çàêîíîâ ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà â îäèíî÷íîì àêòå âçàèìîäåéñòâèÿ ôîòîíà
è ýëåêòðîíà. Â ýòîé ñâÿçè èíòåðåñíî ñðàâíèòü êîìòîí-ýôôåêò ñ ôîòîýô-
ôåêòîì. Â ïîñëåäíåì, êàê èçâåñòíî, ôîòîí ïîãëîùàåòñÿ öåëèêîì, îäíàêî
ïîãëîùàåò åãî íå èçîëèðîâàííûé ýëåêòðîí, à àòîì â öåëîì.
30. Â ðàññåÿííîì èçëó÷åíèè íàðÿäó ñî ñìåùåííîé ëèíèåé íàáëþäàåòñÿ
òàêæå è íåñìåùåííàÿ ëèíèÿ. Íåñìåùåííàÿ ëèíèÿ ìîæåò áûòü êîíå÷íî
îáóñëîâëåíà ôîòîíàìè èçáåæàâøèìè ñòîëêíîâåíèÿ ñ ýëåêòðîíàìè. Îä-
íàêî, ïîìèìî ýòîãî, íåñìåùåííàÿ ëèíèÿ ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà ôî-
òîíàìè, ñòàëêèâàþùèìèñÿ ñ ýëåêòðîíàìè âíóòðåííèõ îáîëî÷åê àòîìîâ.
Ýòè ýëåêòðîíû ñèëüíî ñâÿçàíû ñ ÿäðîì è èõ óæå íåëüçÿ ñ÷èòàòü ñâî-
áîäíûìè, ïîýòîìó ïðè âçàèìîäåéñòâèè ôîòîíîâ ñ òàêèìè ýëåêòðîíàìè
îáìåí ýíåðãèåé è èìïóëüñîì ïðîèñõîäèò ñ öåëûì àòîìîì. Â ñâÿçè ñ áîëü-
øîé ìàññîé àòîìà ôîòîí ïðàêòè÷åñêè íå ïåðåäàåò åìó ñâîåé ýíåðãèè è
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ ïðè ðàññåÿíèè
íå ìåíÿåòñÿ.

Ýôôåêò Êîìòîíà ïîäòâåðäèë ãèïîòåçó î êâàíòîâîé ïðèðîäå ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ è ñûãðàë ñóùåñòâåííóþ ðîëü â äàëüíåéøåì ðàç-
âèòèå êâàíòîâûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïîäòâåðæäåíèå êîðïóñêóëÿðíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé î ìåõàíèçìå êîìïòîí-ýôôåêòà áûëî ïîëó÷åíî â îïûòàõ Áîòå26
è Ãåéãåðà27. Èçó÷àÿ ðàññåÿíèå ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé íà âîäîðîäå, îíè ñ
ïîìîùüþ ñõåìû ñîâïàäåíèé äîêàçàëè, îäíîâðåìåííîñòü àêòà ðàññåÿíèÿ
è ïîÿâëåíèå ýëåêòðîíà îòäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿ-
íèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð ïðîöåññà, â êîòîðîì ñâåò âåäåò ñåáÿ êàê
÷àñòèöà ñ âïîëíå îïðåäåëåííîé ýíåðãèåé è âïîëíå îïðåäåëåííûì èìïóëü-
ñîì.

26Âàëüòåð Áîòå (08.01.1891-08.02.1957) - íåìåöêèé ôèçèê, îäèí èç ïèîíåðîâ ÿäåð-
íîé ôèçèêè. Ðàçðàáîòàë â 1924 ã. ìåòîä ñîâïàäåíèé, ïîëó÷èâøèé øèðîêîå ïðèìåíå-
íèå è îáóñëîâèâøèé ìíîãî îòêðûòèé (Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ, 1954). Ýòîò ìåòîä áûë
èñïîëüçîâàí äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà âûïîëíåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà â èíäèâèäóàëüíîì àêòå ðàññåÿíèÿ ôîòîíà íà ýëåêòðîíå â
êîìïòîí-ýôôåêòå.

27Õàíñ Âèëüãåëüì Ãåéãåð (30.09.1882-24.09.1945) - íåìåöêèé ôèçèê-
ýêñïåðèìåíòàòîð, ÷ëåí Áåðëèíñêîé ÀÍ. Èçîáðåë ñ÷åò÷èê Ãåéãåðà, â îïûòàõ
Ðåçåðôîðäà ïî ðàññåÿíèþ α-÷àñòèö îáíàðóæèë ÷àñòèöû, îòêëîíÿþùèåñÿ íà 90o è
áîëåå îò ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, ÷òî ñûãðàëî ðåøàþùóþ ðîëü â îòêðûòèè
Ðåçåðôîðäà.
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1.1.4 Ãèïîòåçà äå-Áðîéëÿ è åå ýêñïåðèìåíòàëüíîå
ïîäòâåðæäåíèå

Â 1925 ã. Ë. äå-Áðîéëü âûäâèíóë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî êîðïóñêóëÿðíî-
âîëíîâîé äóàëèçì ïðèñóù íå òîëüêî èçëó÷åíèþ, íî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è
íà âåùåñòâî. Ïî äå-Áðîéëþ, ñ ÷àñòèöåé âåùåñòâà ñâÿçàíà âîëíà ìàòåðèè,
òî÷íî òàê æå êàê ñ êâàíòîì ñâåòà ñâÿçàíà ñâåòîâàÿ âîëíà. Ýòî ñîîòâåò-
ñòâèå óñòàíàâëèâàåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì

E = hν.

Èç òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ÿâëÿþòñÿ
ðîäñòâåííûìè âåëè÷èíàìè (1.15), ïîýòîìó ðàäè âíóòðåííåé ñîãëàñîâàí-
íîñòè ñëåäóåò ïîëîæèòü, ÷òî [f16]

~p = ~~k (1.18)

ãäå |~k| = 2π/λ - âîëíîâîé âåêòîð, èëè [f17]

p =
h

λ
. (1.19)

Â òîì æå ãîäó Ýëçàññåð28 ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü êðèñòàëëû äëÿ
íàáëþäåíèÿ äèôðàêöèè ýëåêòðîíîâ è äîêàçàòåëüñòâà èõ âîëíîâîé ïðè-
ðîäû. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ñîçäàòü ïó÷îê ýëåêòðîíîâ ñ çàäàííûì èì-
ïóëüñîì, ïðîïóñòèâ èõ ÷åðåç óñêîðÿþùóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, òîãäà

λ =
h

p
=

h√
2mE

=
h

2meU
,

ãäå m - ìàññà è e - çàðÿä ýëåêòðîíà, U - óñêîðÿþùàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèà-
ëîâ. Åñëè U âûðàæàòü â âîëüòàõ, à äëèíó âîëíû â àíãñòðåìàõ, òî ìîæíî
ïîëó÷èòü âûðàæåíèå

λ =

√
150

U
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè U = 100 Â äëèíà äåáðîéëåâñêîé âîëíû ýëåêòðî-
íîâ áóäåò ïðèìåðíî 1.225 �A, ÷òî ñðàâíèìî ñ ìåæàòîìíûìè ðàññòîÿíèÿìè
â êðèñòàëëàõ. Ïðè U = 104 Â äëÿ äëèíû ýëåêòðîííûõ âîëí ïîëó÷èì ïðè-
ìåðíî 0.1225 �A, ÷òî ñðàâíèìî ñ äëèíîé âîëíû æåñòêîãî ðåíòãåíîâñêîãî
èçëó÷åíèÿ.

28Âàëüòåð Ýëüçàññåð (20.03.1904-?) - ôèçèê è ãåîôèçèê, ðàáîòû ïîñâÿùåíû ÿäåðíîé
ôèçèêå è ôèçèêå Çåìëè.
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Â 1927 ã. Äýâèññîí è Äæåðìåð óñòàíîâèëè, ÷òî ïðè îòðàæåíèè ýëåê-
òðîííûõ ïó÷êîâ îò ìåòàëëîâ èìååò ìåñòî èíòåðôåðåíöèÿ ýëåêòðîíîâ,
ïðè÷åì ïî ñâîåé ôîðìå ýòî ÿâëåíèå îêàçàëîñü ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûì
èíòåðôåðåíöèè ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé. Ïîñëå ýòîãî îòêðûòèÿ óæå íå îñòà-
âàëîñü ñîìíåíèé â íåîáõîäèìîñòè ðàçâèòèÿ íîâûõ ïðåäñòàâëåíèé î ïðè-
ðîäå ìàòåðèè, òåì áîëåå, ÷òî âñêîðå áûëà ïîëó÷åíà äèôðàêöèÿ ïðè ðàññå-
ÿíèè íà êðèñòàëëàõ ïó÷êîâ ìåäëåííûõ íåéòðîíîâ è äàæå ìîëåêóëÿðíûõ
ïó÷êîâ âîäîðîäà è àòîìîâ ãåëèÿ. Äèôðàêöèîííûå ýêñïåðèìåíòû ñ öå-
ëûìè àòîìàìè ïîêàçûâàþò, ÷òî âîëíîâûå ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ íå ïðîñòî
èíäèâèäóàëüíîé îñîáåííîñòüþ îäíèõ ëèøü ýëåêòðîíîâ. Çäåñü ïðîÿâëÿ-
åòñÿ íîâûé ïðèíöèïèàëüíûé õàðàêòåð ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ò.ê.
ïðè äèôðàêöèè ìîëåêóë âîëíîâûì çàêîíàì èíòåðôåðåíöèè ïîä÷èíÿåòñÿ
èõ öåíòð ìàññ, ò.å. íåêîòîðàÿ àáñòðàêòíàÿ òî÷êà.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì âûñêàçûâàíèå Ì. Áîðíà29, èëëþñòðèðóþùåå
íå òîëüêî ñëó÷àéíîñòü, íî è íåîáõîäèìîñòü ñâîåâðåìåííîñòè îòêðûòèé â
íàóêå. "Õîòÿ è óäèâèòåëüíî, ÷òî äèôðàêöèÿ ýëåêòðîíîâ íå áûëà îòêðû-
òà ðàíüøå, ýòîò ôàêò âñå æå ñëåäóåò ñ÷èòàòü ÷ðåçâû÷àéíî ñ÷àñòëèâîé
ñëó÷àéíîñòüþ äëÿ çàðîæäàþùåéñÿ â òî âðåìÿ àòîìíîé òåîðèè. Êàêàÿ
ðàñòåðÿííîñòü îâëàäåëà áû ó÷åíûìè, åñëè áû ñðàçó âñëåä çà îòêðûòèåì
êàòîäíûõ ëó÷åé âäðóã áûëè áû îäíîâðåìåííî ïîñòàâëåíû ýêñïåðèìåíòû
è ïî îïðåäåëåíèþ èõ çàðÿäà è ñïîñîáíîñòè ê îòêëîíåíèþ (â ìàãíèòíîì
ïîëå - Ê.Ï.), è ïî èçó÷åíèþ èõ ñïîñîáíîñòè ê èíòåðôåðåíöèè! Âåäü è
ñàìà áîðîâñêàÿ òåîðèÿ àòîìà, êîòîðîé âïîñëåäñòâèè ñóæäåíî áûëî ïî-
ñëóæèòü èñõîäíûì ðóáåæîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ âîëíîâîé ìåõàíèêè, ñóùå-
ñòâåííî áàçèðîâàëàñü íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýëåêòðîí ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííóþ êîðïóñêóëó."30

1.2 Òåîðèÿ Áîðà
Ïîñëå îïûòîâ Ðåçåðôîðäà ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî àòîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç òÿæåëîãî êîìïàêòíîãî ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåí-
íîãî ÿäðà è îáðàùàþùèõñÿ âîêðóã ÿäðà ýëåêòðîíîâ, ñóììàðíûé îòðè-
öàòåëüíûé çàðÿä êîòîðûõ ðàâíÿëñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå çàðÿäó ÿä-
ðà. Áûëà ïðåäëîæåíà òàê íàçûâàåìàÿ ïëàíåòàðíàÿ ìîäåëü àòîìà, êî-
òîðàÿ, êàê óæå îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèå ê ýòîé ãëàâå, áûëà âíóòðåííå
ïðîòèâîðå÷èâîé è íå ìîãëà îïèñàòü íàáëþäàåìûå àòîìíûå ñïåêòðû.

29Ìàêñ Áîðí (11.12.1882-05.01.1970) - íåìåöêèé ôèçèê-òåîðåòèê, îäèí èç ïèîíåðîâ
êâàíòîâîé òåîðèè. Äàë ñòàòèñòè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ âîëíîâîé ôóíêöèè, ââåë â
êâàíòîâóþ òåîðèþ ïîíÿòèå îïåðàòîðà è ìíîãîå äðóãîå.

30Ì. Áîðí. Àòîìíàÿ ôèçèêà. Ì.: Ìèð, 1970. - 484 ñ. // Ñ. 113.
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Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû, êàê óæå îòìå÷àëîñü, Í. Áîð, îñíîâûâà-
ÿñü íà ãèïîòåçàõ Ïëàíêà è Ýéíøòåéíà, ñôîðìóëèðîâàë äâà ïîñòóëàòà:
1. Àòîìû è àòîìíûå ñèñòåìû ìîãóò äëèòåëüíî ïðåáûâàòü òîëü-
êî â îïðåäåëåííûõ ñîñòîÿíèÿõ � ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ, � â
êîòîðûõ, íåñìîòðÿ íà ïðîèñõîäÿùèå â íèõ äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ
÷àñòèö, îíè íå èçëó÷àþò è íå ïîãëîùàþò ýíåðãèþ. Ýòè ñîñòî-
ÿíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ýíåðãèÿìè, îáðàçóþùèìè äèñêðåòíûé ðÿä:
E1, E2, ..., En. Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ óñòîé÷èâû. Èçìåíåíèå ýíåð-
ãèè â ðåçóëüòàòå ïîãëîùåíèÿ èëè èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ èëè â ðåçóëüòàòå ñîóäàðåíèÿ ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî ïðè ïîë-
íîì ïåðåõîäå (ñêà÷êîì) èç îäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå.
2. Ïðè ïåðåõîäå èç îäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå àòîìû èñ-
ïóñêàþò èëè ïîãëîùàþò èçëó÷åíèå òîëüêî ñòðîãî îïðåäåëåííîé ÷àñòîòû.
Èçëó÷åíèå, èñïóñêàåìîå èëè ïîãëîùàåìîå ïðè ïåðåõîäå èç ñîñòîÿíèÿ Em

â ñîñòîÿíèå En, ìîíîõðîìàòè÷íî, è åãî ÷àñòîòà ν îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëî-
âèÿ

hν = Em − En

(óñëîâèå ÷àñòîò Áîðà). Îáà ýòè ïîñòóëàòà ðåçêî ïðîòèâîðå÷àò êëàññè-
÷åñêîé ôèçèêå. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ïåðâîìó ïîñòóëàòó, àòîìû íå
èçëó÷àþò, õîòÿ ýëåêòðîíû, âõîäÿùèå â èõ ñîñòàâ, äâèæóòñÿ ïî çàìêíó-
òûì òðàåêòîðèÿì, ò.å. óñêîðåííî, à, ñîãëàñíî âòîðîìó ïîñòóëàòó, ÷àñòîòà
èçëó÷åíèÿ àòîìîâ íå ñâÿçàíà ñ ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèåì ýëåêòðîíîâ.

Îïûòû Ôðàíêà è Ãåðöà. Êâàíòîâûå ïîñòóëàòû Áîðà íàøëè íåïî-
ñðåäñòâåííîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå â îïûòàõ Äæ. Ôðàíêà
è Ã. Ãåðöà, ïðîâåäåííûõ èìè â 1912 - 1914 ãã. Â ýòèõ îïûòàõ àòîìû èëè
ìîëåêóëû ðàçðåæåííîãî ãàçà îáñòðåëèâàþòñÿ ìåäëåííûìè ýëåêòðîíàìè.
Åñëè ñîóäàðåíèÿ ïðîèñõîäÿò óïðóãî, òî ðàñïðåäåëåíèå àáñîëþòíûõ âåëè-
÷èí ñêîðîñòåé ýëåêòðîíîâ íå ìåíÿåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî äîëæíî
èçìåíèòüñÿ. Ðåçóëüòàòû îïûòîâ Ôðàíêà è Ãåðöà ïîêàçàëè ñëåäóþùåå.
1. Ïðè ñêîðîñòÿõ ýëåêòðîíîâ, ìåíüøèõ íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷å-
íèÿ, ñîóäàðåíèÿ ïðîèñõîäÿò âïîëíå óïðóãî, ò.å. ýëåêòðîí íå ïåðåäàåò
àòîìó ñâîåé ýíåðãèè; îí ìåíÿåò òîëüêî íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè, íî íå åå
âåëè÷èíó.
2. Ïðè ñêîðîñòÿõ, äîñòèãàþùèõ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, óäàð ïðîèñõîäèò
íåóïðóãî. Ïðè ýòîì ýëåêòðîí òåðÿåò ñâîþ ýíåðãèþ, à àòîì ïåðåõîäèò â
ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñ áîëüøåé ýíåðãèåé.

Òàêèì îáðàçîì, àòîì èëè âîîáùå íå âîñïðèíèìàåò ýíåðãèþ (óïðóãèé
óäàð) èëè âîñïðèíèìàåò åå, íî òîëüêî â êîëè÷åñòâàõ, ðàâíûõ ðàçíîñòè
ýíåðãèé äâóõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé.
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Ñïåêòðàëüíûå ñåðèè àòîìà âîäîðîäà. Ñïåêòðàëüíûå ëèíèè àòîì-
íîãî âîäîðîäà îáíàðóæèâàþò â ñâîåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûå çà-
êîíîìåðíîñòè. Áûëè îòêðûòû ñëåäóþùèå ñåðèè ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé,
÷àñòîòû ν êîòîðûõ îïèñûâàëèñü ïðîñòûìè ñîîòíîøåíèÿìè.
Ñåðèÿ Áàëüìåðà

ν = R

(
1

22
− 1

n2

)
.

Ñåðèÿ Ëàéìàíà
ν = R

(
1

12
− 1

n2

)
.

Ñåðèÿ Ïàøåíà
ν = R

(
1

32
− 1

n2

)
.

Ñåðèÿ Áðýêåòà
ν = R

(
1

42
− 1

n2

)
.

Ñåðèÿ Ïôóíäà
ν = R

(
1

52
− 1

n2

)
.

Îòñþäà âûòåêàåò îáùàÿ ôîðìóëà

ν = R

(
1

m2
− 1

n2

)
= Tm − Tn.

Âåëè÷èíà Tl = R/l2 áûëà íàçâàíà ñïåêòðàëüíûì òåðìîì. Ïîñòîÿííàÿ R
íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé Ðèäáåðãà.

Êëàññè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå àòîìà âîäîðîäà. Ïóñòü àòîì ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íåïîäâèæíîå ÿäðî ñ ïîëîæèòåëüíûì çàðÿäîì Ze, âîêðóã
êîòîðîãî ïî êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñà r âðàùàåòñÿ ýëåêòðîí ìàññîé m
è çàðÿäîì −e (ïëàíåòàðíàÿ ìîäåëü). Ýòî äâèæåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ðà-
âåíñòâîì ñèë êóëîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ è öåíòðîáåæíîé ñèëû èíåðöèè

mω2r =
Ze2

r2
.

Îòñþäà ïîëó÷èì
mω2r2 =

Ze2

r
.
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Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ñóììà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèé äàííîé ñèñòåìû ïîñòîÿííà

1

2
mω2r2 − Ze2

r
= E = const.

Èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííûå ôîðìóëû, íàïèøåì

E = −1

2
mω2r2 = −Ze2

2r
= −

(
Z2e4mω2

8

) 1
3

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå [e3]

|E|3
ω2

=
Z2e4m

8
= const. (1.20)

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, â àòî-
ìå âîäîðîäà ëþáîìó ðàäèóñó îðáèòû r èëè ëþáîé óãëîâîé ñêîðîñòè ω
ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ ýíåðãèÿ E.

Ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ. Â 1923 ã. Í. Áîð ïðåäëîæèë êðèòåðèé, êî-
òîðûé ïîëó÷èë íàçâàíèå ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ. Ñóòü ýòîãî ïðèíöèïà
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Çàêîíû êëàññè÷åñêîé ôèçèêè ïðèìåíèìû êî âñåì
ïðîöåññàì äâèæåíèÿ òåë âïëîòü äî ìèêðîñêîïè÷åñêèõ, ïîðÿäêà àòîìíûõ
ìàñøòàáîâ, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå àòîìîâ êàê öåëîãî (êèíå-
òè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìàòåðèè). Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðèíÿòü íåïðåðåêàåìûé
ïîñòóëàò - íîâàÿ ìåõàíèêà äîëæíà â ïðèìåíåíèè ê êëàññè÷åñêèì îáú-
åêòàì äàâàòü òå æå ðåçóëüòàòû, ÷òî è êëàññè÷åñêàÿ ôèçèêà. Äðóãèìè
ñëîâàìè, íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå áîëüøèõ
ìàññ èëè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íîâàÿ ìåõàíèêà ïåðåõîäèëà â
êëàññè÷åñêóþ.

Îñíîâûâàÿñü íà ñïåêòðàëüíûõ çàêîíîìåðíîñòÿõ ìîæíî âûðàçèòü
ýíåðãèþ, íåîáõîäèìóþ äëÿ óäàëåíèÿ ýëåêòðîíà îò ÿäðà íà áåñêîíå÷íîñòü
èç ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåìó ñïåêòðàëüíîìó òåðìó Tn, ò.å. ýíåðãèþ
èîíèçàöèè àòîìà èç ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé En

En = −hR

n2
.

Ýíåðãèÿ èîíèçàöèè àòîìà âîäîðîäà èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ E1 = −hR
íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì èîíèçàöèè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òåðìàìè óìåíü-
øàåòñÿ ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ íîìåðà òåðìà (èëè ýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâ-
íÿ). Â ïðèìåíåíèè ê àòîìó âîäîðîäà ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ óòâåðæäàåò,
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÷òî ÷åì áîëüøå íîìåð òåðìà, òåì ëó÷øå äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ n ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó ñïåêòðàëüíûìè òåðìàìè óìåíüøàåòñÿ, ñòðåìÿñü ê íóëþ ïðè
n → ∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, àòîì àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê ñîñòîÿ-
íèþ äâèæåíèÿ, êîòîðîå ñîãëàñóåòñÿ ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé.

Ðàññìîòðèì äâà âûñîêî âîçáóæäåííûõ òåðìà n, m >> 1. ×àñòîòà èç-
ëó÷åíèÿ ïðè ïåðåõîäå ñ óðîâíÿ n íà óðîâåíü m ðàâíà

ν = R

(
1

n2
− 1

m2

)
= R

m2 − n2

n2m2
≈ R

2(m− n)

n3
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â ýòîé öåïî÷êå ðàâåíñòâ ïîëó÷åíî ïðè óñëîâèè,
÷òî n,m >> 1 è n ≈ m. Åñëè m − n = 1, òî ïîëó÷èì îñíîâíóþ ÷àñòîòó
èçëó÷åíèÿ

ν1 ≈ 2R

n3
.

Äëÿ ñëó÷àÿ m − n = 2 ïîëó÷èì â äâà ðàçà áîëüøóþ ÷àñòîòó ν2 = 2ν1,
äëÿ ñëó÷àÿ m − n = 3, ñîîòâåòñòâåííî, â òðè ðàçà áîëüøóþ ÷àñòîòó
èçëó÷åíèÿ ν3 = 3ν1 è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûñîêèõ ñòåïåíÿõ âîçáóæ-
äåíèÿ àòîì èçëó÷àåò àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîìó äèïîëüíîìó âèáðàòîðó
ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ν1 è ñîîòâåòñòâóþùèìè âûñøèìè ãàðìîíèêàìè.

Ïîäñòàâèì â ýíåðãèþ òåðìà En âìåñòî íîìåðà n åãî âûðàæåíèå ÷åðåç
îñíîâíóþ ÷àñòîòó n = (2R/ν1)

1
3 , òîãäà ïîëó÷èì

E ≈ −hR

(
ν2

1

4R2

) 1
3

= −
(

Rh3ν2
1

4

) 1
3

= −
(

Rh3ω2

16π2

) 1
3

,

ãäå ω = 2πν1. Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå [e4]
|E|3
ω2

=
Rh3

16π2
= const, (1.21)

êîòîðîå äîëæíî ñîâïàäàòü ñ (1.20) ïðè áîëüøèõ n, ñîãëàñíî ïðèíöèïó
ñîîòâåòñòâèÿ. Ïðèðàâíèâàÿ (1.20) è (1.21), ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ
ïîñòîÿííîé R

R = R0Z
2,

ãäå
R0 =

2π2me4

h3

íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé Ðèäáåðãà. Ïîäñòàâèâ â ýòó ôîðìóëó çíà÷åíèÿ
êîíñòàíò e,m è h, èçìåðåííûå äðóãèìè ìåòîäàìè, ìû ïîëó÷èì ÷èñëî-
âîå çíà÷åíèå äëÿ ïîñòîÿííîé Ðèäáåðãà, êîòîðîå ñîâïàäåò ñî çíà÷åíè-
åì, ïîëó÷åííûì èç íåçàâèñèìûõ ñïåêòðîñêîïè÷åñêèõ èçìåðåíèé. Ñåé-
÷àñ ïðèíÿòî ñëåäóþùåå çíà÷åíèå ýòîé äëÿ ïîñòîÿííîé R0 = 109737
ñì−1 = 3.29 · 1015c−1.
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Êàê ïîêàçàëè èçìåðåíèÿ íàä èîíàìè He+, Li2+, ..., ïîñòîÿííàÿ R ïðà-
âèëüíî çàâèñèò îò çàðÿäîâîãî ÷èñëà ÿäðà Z, ò.å. R ∼ Z2. Áîëåå òîãî, åñëè
ó÷åñòü êîíå÷íîñòü ìàññû ÿäðà M è ðàññìîòðåòü çàäà÷ó â ñèñòåìå öåíòðà
ìàññ àòîìà, òî ìîæíî îöåíèòü ïîïðàâêó, îáóñëîâëåííóþ òåì, ÷òî âìåñòî
ìàññû ýëåêòðîíà â ôîðìóëó äëÿ R0 áóäåò âõîäèòü ïðèâåäåííàÿ ìàññà
àòîìà

µ =
mM

m + M
=

m

1 + m
M

.

Ñëåäîâàòåëüíî,
R = R0

Z2

1 + m
M

.

Ýòî ïîëíîñòüþ ïîäòâåðäèëîñü ýêñïåðèìåíòàëüíî. Íàïðèìåð, â ñïåêòðå
èîíà ãåëèÿ He+ èìååòñÿ öåëûé ðÿä ëèíèé, êîòîðûå ïî÷òè (íî âñå æå
íå ñîâñåì) ñîâïàäàþò ñ ëèíèÿìè âîäîðîäíîãî ñïåêòðà. Ýòî ðàñõîæäå-
íèå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ìàññà ÿäðà ãåëèÿ â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå ÿäðà
àòîìà âîäîðîäà, ò.å. ïðîòîíà. Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé
îò ìàññû ÿäðà àòîìà èñïîëüçîâàëè äëÿ îáíàðóæåíèÿ èçîòîïîâ. Òàêèì
îáðàçîì áûë îáíàðóæåí òÿæåëûé âîäîðîä - äåéòåðèé.

Óñòàíîâèâ îïðåäåëåííóþ ñâÿçü ìåæäó ðàäèóñîì îðáèòû, ÷àñòîòîé
îáðàùåíèÿ è ýíåðãèåé â ïëàíåòàðíîé ìîäåëè àòîìà, êëàññè÷åñêàÿ ìå-
õàíèêà, òåì íå ìåíåå, íå äàëà îáúÿñíåíèÿ ñïåêòðàëüíûì çàêîíîìåðíî-
ñòÿì èçëó÷åíèÿ àòîìîâ. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ íàáëþäåíèÿìè
íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîñòóëàòàìè Áîðà, îäíàêî ïðèðîäà òàêîãî
ïîâåäåíèÿ àòîìíûõ ñèñòåì îñòàåòñÿ ïî-ïðåæíåìó íåâûÿñíåííîé. Íà ýòè
âîïðîñû îòâåòèëà íîâàÿ òåîðèÿ, íî ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê åå ñèñòåìà-
òè÷åñêîìó èçëîæåíèþ, ìû êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà áîðîâñêîé êâàíòîâîé
òåîðèè. Òåîðèÿ Áîðà. õîòÿ è îêàçàëàñü íå âïîëíå ñîñòîÿòåëüíîé, íî îíà
ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû è,
÷òî íàèáîëåå âàæíî, îíà íåîáõîäèìà äëÿ îáîñíîâàíèÿ âîëíîâîé ìåõàíè-
êè.

Êâàíòîâàíèå áîðîâñêèõ îðáèò. Èç âûøåïðèâåäåííûõ ôîðìóë ëåãêî
ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ðàäèóñîâ áîðîâñêèõ ýëåêòðîííûõ îðáèò

an = −Ze2

2En

= a0
n2

Z
,

ãäå âåëè÷èíà
a0 =

~2

me2
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íàçûâàåòñÿ áîðîâñêèì ðàäèóñîì - ýòî ðàäèóñ ïåðâîé êðóãîâîé îðáèòû
ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà. Íàïîìíèì, ÷òî ~ = h/2π. ×èñëîâîå çíà÷åíèå
áîðîâñêîãî ðàäèóñà a0 = 0.528 �A.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ÷àñòîòû îáðàùåíèÿ ýëåêòðîíà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

ωn = ω0
Z2

n3
,

ãäå
ω0 =

me4

~3
.

Äëÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà L = [~r ~p] (~r - ðàäèóñ-âåêòîð, ~p - èìïóëüñ),
ñâÿçàííîãî ñ îáðàùåíèåì ýëåêòðîíà âîêðóã ÿäðà, ïîëó÷èì [f18]

Ln = ma2
nωn = n~. (1.22)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â àòîìå Áîðà îðáèòàëüíûé ìîìåíò âñåãäà ñîñòàâ-
ëÿåò öåëîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ êâàíòîâ äåéñòâèÿ ~. Ýòî óòâåðæäåíèå
íàçûâàþò êâàíòîâûì óñëîâèåì äëÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà. Êâàíòîâàíèå
îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà, êàê ïîêàçàëî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè, èãðà-
åò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð âðàùàþùåéñÿ ìîëåêóëû, êîòîðóþ ïðåäñòàâèì
êàê òâåðäîå òåëî - ðîòàòîð èëè âîë÷îê. Âðàùåíèå ïðîèñõîäèò âîêðóã
íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îñè è ìîìåíò èíåðöèè ìîëåêóëû îòíîñèòåëü-
íî ýòîé îñè îáîçíà÷èì I. Ìîìåíò èìïóëüñà ìîëåêóëû îòíîñèòåëüíî ýòîé
îñè L = Iω, ãäå ω - óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ. Ýíåðãèÿ âðàùåíèÿ âîë÷-
êà

E =
1

2
Iω2 =

L2

2I
.

Åñëè ïðèíÿòü â êà÷åñòâå ïîñòóëàòà óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ îðáèòàëüíîãî
ìîìåíòà, ò.å. L = n~, òî äëÿ âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ïîëó÷èì
âûðàæåíèå

En =
~2

2I
n2.

Òàêèå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè áûëè çàðåãèñòðèðîâàíû ýêñïåðèìåíòàëüíî
(äåëàíäðîâñêèå òåðìû).

Êâàíòîâàíèå ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèò. Ïóñòü ýëåêòðîí äâèæåòñÿ âî-
êðóã ÿäðà ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå. Âûïèøåì ïîëíóþ ýíåðãèþ ýëåêòðî-
íà

p2

2m
+

1

2
mω2r2 = E = const.

26



Ïðåäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â âèäå

p2

a2
+

r2

b2
= 1,

ãäå a =
√

2mE è b =
√

2E/mω2 - ïîëóîñè ýëëèïñà íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè
èìïóëüñà p è ðàäèóñ-âåêòîðà ýëåêòðîíà r.

Âû÷èñëèâ ïëîùàäü ýëëèïñà, ìû íàéäåì îáùåå óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ
ýëåêòðîííûõ îðáèò â áîðîâñêîì àòîìå [f19]

∮
pdr = πab = nh. (1.23)

Ñòðîãèé âûâîä ýòîãî óñëîâèÿ (êâàíòîâàíèå Áîðà - Çîììåðôåëüäà) îñíî-
âàí íà èñïîëüçîâàíèè òåîðèè àäèàáàòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ â ïåðåìåííûõ
äåéñòâèå - óãîë. Ìû íå áóäåì çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîì, îòñûëàÿ
÷èòàòåëÿ ê óæå öèòèðîâàííîé êíèãå Ì. Áîðíà.

Òåîðèÿ Áîðà, îïèðàþùàÿñÿ íà êëàññè÷åñêóþ ìåõàíèêó, ñûãðàëà ðîëü
ïåðåõîäíîãî çâåíà â ñîçäàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîé òåîðèè àòîìíûõ ÿâëå-
íèé.

1.3 Âîëíîâîé ïàêåò è ãèïîòåçà äå Áðîéëÿ
1.3.1 Âîëíîâîé ïàêåò
Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè âîëíîâîãî äâèæåíèÿ. Âîëíî-
âûì óðàâíåíèåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå âèäà [e5]

1

c2

∂2ξ

∂t2
−∇2ξ = 0, (1.24)

ãäå ξ = ξ(~r, t) - ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ èçìåíåíèå â ïðîñòðàíñòâå è âðå-
ìåíè íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, c - ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ðàçìåð-
íîñòü ñêîðîñòè, ∇2 ≡ ∆ - äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà. Â îá-
ùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ξ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé âåëè÷èíîé. Óðàâíåíèå (1.24)
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ îïåðàòîð Ëàïëàñà
èìååò âèä [f20]

∆ ≡ ∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
. (1.25)

×àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.24) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå â âèäå ïëîñêèõ
âîëí. Åñëè, íàïðèìåð, îñü x íàïðàâèòü âîëü íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíå-
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íèÿ ïëîñêîé âîëíû, õàðàêòåðèçóåìûì âîëíîâûì âåêòîðîì ~k, òî óðàâíå-
íèå ïëîñêîé âîëíû çàïèøåòñÿ â âèäå [f21]

ξ(x, t) = ξ0e
i(kx−ωt), (1.26)

ãäå ξ0 - àìïëèòóäà âîëíû, ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû íàçûâàåòñÿ ôàçîé âîë-
íû: k = 2π/λ - âîëíîâîé âåêòîð, λ - äëèíà âîëíû, ω - ÷àñòîòà. Ïîâåðõ-
íîñòü ïîñòîÿííîé ôàçû íàçûâàåòñÿ ôðîíòîì âîëíû. Åñëè ýòà ïîâåðõ-
íîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêîñòü, òî âîëíà íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé. Òàê,
íàïðèìåð, èç (1.26) ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ôàçû îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâ-
íåíèÿ [e6]

kx− ωt = const. (1.27)
Î÷åâèäíî, îòñþäà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0 ïî-
ëó÷èì x = const, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè (1.27) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì ñêî-
ðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà [e7]

v0 =
∂x

∂t
=

ω

k
, (1.28)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ.
Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (1.24), ëþáàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ÷àñòíûõ

ðåøåíèé ξj(x, t) ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå åãî ðåøåíèåì [f22]

ξ(x, t) =
∑

j

Cjξj(x, t), (1.29)

ãäå Cj - ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû.
Ðàññìîòðèì ñóïåðïîçèöèþ ïëîñêèõ âîëí âèäà (1.29). Áóäåì ïîëà-

ãàòü, ÷òî âîëíîâûå âåêòîðà ýòèõ âîëí ëåæàò â íåïðåðûâíîì èíòåðâàëå
[k0 −∆k/2, k0 + ∆k/2] è äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü âñå êîýôôèöèåíòû
îäèíàêîâûìè è ðàâíûìè C = A/∆k, ãäå A - îäèíàêîâûå è ïîñòîÿííûå
àìïëèòóäû âîëí31. Â ñèëó íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âîëíîâûõ âåêòî-
ðîâ, ñóììà â (1.29) çàìåíèòñÿ èíòåãðàëîì [f23]

ξ(x, t) =
A

∆k

k0+∆k
2∫

k0−∆k
2

ei(kx−ωt)dk. (1.30)

31Ïðè ïåðåõîäå îò äèñêðåòíîãî ê íåïðåðûâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âîëíîâûõ âåêòîðîâ
èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ j çàìåíÿåòñÿ íà dk

∆k . Åñëè áû àìïëèòóäû âîëí áûëè ðàçëè÷íû-
ìè, òî Cj òðàíñôîðìèðîâàëèñü áû â C(k) è âõîäèëè áû â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
(1.30).
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Â îáùåì ñëó÷àå ÷àñòîòà âîëíû çàâèñèò îò âîëíîâîãî âåêòîðà, ÷òî âûðà-
æàåòñÿ óðàâíåíèåì

ω = ω(k)

è íàçûâàåòñÿ çàêîíîì äèñïåðñèè. Âèä ýòîé ôóíêöèè çàðàíåå íå èçâå-
ñòåí, åãî ìîæíî îïðåäåëèòü èç ýêñïåðèìåíòà. Îñòàâëÿÿ ïîêà â ñòîðîíå
âîïðîñ î êîíêðåòíîì âèäå çàâèñèìîñòè ω(k), ðàçëîæèì ýòó ôóíêöèþ â
ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè k0 [f24]

ω(k) = ω(k0) +
∂ω

∂k

∣∣∣∣
k0

(k − k0) +
1

2

∂2ω

∂k2

∣∣∣∣
k0

(k − k0)
2 + ... (1.31)

Ñåé÷àñ îãðàíè÷èìñÿ ëèíåéíûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ è ââåäåì îáîçíà÷å-
íèÿ

ω(k0) = ω0, ω1 = ω′(k − k0), ω′ =
∂ω

∂k

∣∣∣∣
k0

,

òîãäà
ω(k) ≈ ω0 + ω1.

Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â ôîðìóëó (1.30) è, ïðîâåäÿ î÷åâèäíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì [f25]

ξ(x, t) =
A

∆k

k0+∆k
2∫

k0−∆k
2

ei(k0x−ω0t)ei(k−k0)(x−ω′t)dk ≡ B ei(k0x−ω0t). (1.32)

Ôàêòîð B âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [f26]

B =
A

∆k

k0+∆k
2∫

k0−∆k
2

ei(k−k0)(x−ω′t)dk = A
sin η

η
, (1.33)

ãäå
η =

∆k

2
(x− ω′t).

Òàêèì îáðàçîì äëÿ âîëíîâîãî ïàêåòà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå [f27]

ξ(x, t) = A
sin η

η
ei(k0x−ω0t) = B(x, t) ei(k0x−ω0t). (1.34)

Ïî ôîðìå - ýòî óðàâíåíèå ïëîñêîé âîëíû ñ àìïëèòóäîé B(x, t), çàâèñÿ-
ùåé îò êîîðäèíàòû è âðåìåíè. Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ýòîé âîëíû ïî îïðåäå-
ëåíèþ ðàâíà v0 = ω0/k0. Ãðàôèê ôóíêöèè f(x) = sin(x)

x
ïðåäñòàâëåí íà

ðèñ.1.2.
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Ðèñ. 1.2: Ãðàôèê ôóíêöèè f(x) =
sin(x)

x
. Âäîëü îñè àáñöèññ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò äàíû â àíãñòðå-

ìàõ (�A)

Íà ðèñ.1.3 ïðåäñòàâëåíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ ðàçâåðòêà âîëíîâîãî ïà-
êåòà (1.34) ξ(x) ïðè óñëîâèè, ÷òî λ0 = 1

2
�A, à ∆k = k0/4 è ãðóïïî-

âàÿ ñêîðîñòü âîëíîâîãî ïàêåòà â äâà ðàçà ìåíüøå åãî ôàçîâîé ñêîðîñòè
(âäîëü îñè àáñöèññ ìàñøòàáíîé åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ àíãñòðåì (�A)). Èç
ýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ B(x) (ðèñ.1.2) ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé
äëÿ âûñîêî÷àñòîòíîãî âîëíîâîãî ïðîöåññà, îïðåäåëÿåìîãî öåíòðàëüíîé
÷àñòîòîé ω0. Ýòà ãðóïïà âîëí - âîëíîâîé ïàêåò äâèæåòñÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå ñ îïðåäåëåííîé òàê íàçûâàåìîé ãðóïïîâîé ñêîðîñòü. Ýòó ñêîðîñòü
ìîæíî îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà "ôàçû" àìïëèòóäû B(x, t).
Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå η = const îïðåäåëÿåò òó èëè èíóþ òî÷êó íà ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ðàçâåðòêå âîëíîâîãî ïàêåòà (ðèñ.1.3). Íàïðèìåð, η = 0
ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó ïðè x = 0. Òîãäà, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýòîãî
ìàêñèìóìà îïðåäåëèòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî âðåìåíè óðàâíåíèÿ

x− ω′t = const

è ïðèâåäåò ê ðåçóëüòàòó [f28]

vg = ω′ =
∂ω

∂k

∣∣∣∣
k=k0

. (1.35)

Ýòî è åñòü ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü (ñð. ñ (1.28)).
Â ýêñïåðèìåíòàõ âñåãäà ðåãèñòðèðóåòñÿ íå àìïëèòóäà âîëíû, à ýíåð-

ãèÿ, ïåðåíîñèìàÿ âîëíîé, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó àìïëèòó-
äû âîëíû, ò.å. I ∼ |ξ(x, t)|2. Ãðàôèê ôóíêöèè I(x) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.1.4.
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Ðèñ. 1.3: Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ðàçâåðòêà âîëíîâîãî ïàêåòà ξ(x), ñîãëàñíî (1.34). Ïðèíÿòî, ÷òî
A = 1.

Èç ýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî îñíîâíàÿ äîëÿ ýíåðãèè ñîñðåäîòî÷åíà â îá-
ëàñòè 4 ≤ ∆x ≤ 4. Ñëåäóþùèé (ïåðâûé ïîáî÷íûé) ìàêñèìóì ðàñïðå-
äåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè âîëíû ïðèìåðíî â 20 ðàç ìåíüøå èíòåíñèâíîñòè
ãëàâíîãî ìàêñèìóìà, èíòåíñèâíîñòü âòîðîãî ïîáî÷íîãî ìàêñèìóìà óæå
â 60 ðàç ìåíüøå, ÷åì ãëàâíîãî è ò.ä. Èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ ìîæíî ñäå-
ëàòü âàæíûé âûâîä î ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè âîëíîâîãî ïàêåòà.
Çàôèêñèðóåì êàêîé - ëèáî ìîìåíò âðåìåíè, íàïðèìåð t = 0. Òîãäà, ñî-
ãëàñíî (1.34), ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè âîëíîâîãî ïàêåòà
áóäåò òàêèì æå, êàê íà ðèñ.1.4, òîëüêî òåïåðü â êà÷åñòâå àðãóìåíòà áóäåò
âûñòóïàòü âåëè÷èíà η0 = 1

2
∆k x.

Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíèìàíèå, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâåí-
íàÿ îáëàñòü ëîêàëèçàöèè âîëíîâîãî ïàêåòà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì
∆η0 ≥ 2π, ÷òî ëåãêî âèäåòü èç (1.34). Â ýêñïåðèìåíòå äëÿ îöåíêè øè-
ðèíû èìïóëüñà ïðèíÿòî îïðåäåëÿòü åå ïî óðîâíþ ïîëîâèííîé âûñîòû.
Îöåíåííóþ òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíó íàçûâàþò ïîëóøèðèíîé èìïóëüñà
è èìåííî åå èñïîëüçóþò äëÿ õàðàêòåðèñòèêè èìïóëüñà. Ïîñòóïàÿ àíàëî-
ãè÷íî, ìîæíî ðàññ÷èòàòü, ÷òî ðàâåíñòâî |ξ|2 = 1

2
âûïîëíÿåòñÿ ïðèìåðíî

ïðè η0 ≈ π
2
. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì îñëàáèòü íåðàâåíñòâî, ïîëîæèâ,

÷òî âåëè÷èíà ∆η0 íå ìîæåò áûòü ìåíüøå π, ò.å ∆η0 ≥ π. Èñïîëüçóÿ
ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ, çàïèøåì ñëåäóþùåå, õîðîøî èçâåñòíîå â îïòèêå,
íåðàâåíñòâî [f29]

∆k∆x ≥ 2π. (1.36)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷åì óæå íàáîð âîëí â âîëíîâîì ïàêåòå, òåì áîëüøå
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|ξ (x)|2

Ðèñ. 1.4: Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ðàçâåðòêà ýíåðãèè âîëíîâîãî ïàêåòà |ξ(x)|2. Ïðèíÿòî, ÷òî A = 1.

ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ ýòèì ïàêåòîì, è íàîáîðîò. ×åì
ìåíüøå ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ âîëíîâûì ïàêåòîì, òåì
áîëåå îí ïîõîæ íà êîìïàêòíóþ ÷àñòèöó. Íàïîìíèì, ÷òî â ïðåäåëüíîì
ñëó÷àå îäíîé âîëíû, ìû ïîëó÷àåì ïîëíóþ äåëîêàëèçàöèþ, ò.å. âîëíà
çàíèìàåò âñå ïðîñòðàíñòâî

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü âðåìåííóþ.ëîêàëèçàöèþ
âîëíîâîãî ïàêåòà. Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì êàêóþ - ëèáî òî÷êó ïðîñòðàí-
ñòâà, íàïðèìåð, ïîëîæèì x = 0. Òîãäà, η(x, t) → η(0, t) = ∆k

2
∂ω
∂k

t. Ïðîâåäÿ
àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ çàìåíû x → t, ìû ïîëó÷èì ñëå-
äóþùåå íåðàâåíñòâî [f30]

∆ω∆t ≥ 2π. (1.37)
Ýòî òàêæå õîðîøî èçâåñòíîå â îïòèêå íåðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå øèðèíó
ñïåêòðàëüíîé ëèíèè ∆ω ñ äëèòåëüíîñòüþ èçëó÷åíèÿ ∆t.

1.3.2 Ðàñïëûâàíèå âîëíîâîãî ïàêåòà
Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè ãèïîòåçû äå Áðîéëÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî åå ïîä-
òâåðæäåíèÿ âîçíèêëà ïðîáëåìà èíòåðïðåòàöèè íîâûõ äàííûõ. Îäíîé èç
ïåðâûõ ïîïûòîê òàêîé èíòåðïðåòàöèè áûëà ïîïûòêà ðåøèòü êîðïóñêó-
ëÿðíî - âîëíîâîé äóàëèçì, ïðåäñòàâèâ ÷àñòèöó â âèäå âîëíîâîãî ïàêåòà.
Ïðåäñòàâèì, ÷òî ÷àñòèöà, íàïðèìåð, ýëåêòðîí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîë-
íîâîé ïàêåò. Ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ôàçîâóþ v0 è ãðóïïîâóþ vg ñêîðîñòè
òàêîãî ïàêåòà. Ïóñòü ýëåêòðîí äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ve â ñâîáîäíîì
ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ E = ~ω è p = mve = ~k,
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ïîëó÷èì
ω =

E

~
=

mc2

~
, m =

~k
ve

.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ ìàññû â âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòîòû, ïîëó÷èì

ω =
c2

ve

k,

îòêóäà âûòåêàåò ïî îïðåäåëåíèþ âûðàæåíèå äëÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè [f31]

v0 =
c2

ve

> c. (1.38)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî âñåãäà ve < c. Òàêèì îáðà-
çîì ôàçîâàÿ ñêîðîñòü äëÿ ýëåêòðîíà ïîëó÷àåòñÿ áîëüøå ñêîðîñòè ñâåòà.
Òåì íå ìåíåå ýòîò ðåçóëüòàò íè÷åìó íå ïðîòèâîðå÷èò. Äåëî â òîì, ÷òî
ôàçîâàÿ ñêîðîñòü íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Îíà íå ìîæåò áûòü èç-
ìåðåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ýòà ñêîðîñòü íå ñâÿçàíà ñ ïåðåíîñîì êàêîãî-
ëèáî âèäà ýíåðãèè èëè èíôîðìàöèè. Â êà÷åñòâå èçâåñòíîãî ïðèìåðà, èë-
ëþñòðèðóþùåãî ýòî âûñêàçûâàíèå, ïðèâåäåì ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ ñîë-
íå÷íîãî çàé÷èêà ïî ñòåíå. Ïðåäñòàâèì ñåáå çåðêàëüöå, ïðèêðåïëåííîå ê
îñè ïîëîãî öèëèíäðà. Ïðè ïîâîðîòå îñè ïîâîðà÷èâàåòñÿ è çåðêàëüöå, à
"çàé÷èê" ïåðåìåùàåòñÿ ïî âíóòðåííåé ñòåíêå öèëèíäðà. Ïóñòü ðàäèóñ
öèëèíäðà ðàâåí R, òîãäà âðåìÿ, íåîáõîäèìîå ñâåòó äëÿ ïðîõîæäåíèÿ
ýòîãî ðàññòîÿíèÿ ðàâíî τ = R/c. Åñëè óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ îñè
åñòü ω, òî "çàé÷èê" ïåðåìåùàåòñÿ ïî ñòåíå ñî ñêîðîñòüþ v0 = Rω. Åñëè
âðàùàòü çåðêàëüöå ñ òàêîé ñêîðîñòüþ, ÷òîáû ñâåò ïðè ïîâîðîòå íà ëþáîé
óãîë óñïåâàë äîéòè äî ñòåíêè, ò.å. ïðè ω = 2π/τ , òî äëÿ ôàçîâîé ñêî-
ðîñòè ïîëó÷èì v0 = 2πc > c. Åñòü åùå ðÿä ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ
ýôåìåðíîñòü ôàçîâîé ñêîðîñòè, ò.å. ñêîðîñòè íåêîòîðîé âîîáðàæàåìîé
(ìàòåìàòè÷åñêîé èëè àáñòðàêòíîé) òî÷êè. Íàïðèìåð, ñêîðîñòü äâèæå-
íèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ.

Âû÷èñëèì òåïåðü ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü ýëåêòðîííîãî âîëíîâîãî ïàêå-
òà. Ïî îïðåäåëåíèþ

vg =
∂ω

∂k
=

∂E

∂p
.

Äëÿ ôîòîíà, ò.å. äëÿ áåçìàññîâîé ÷àñòèöû, m0 = 0, ýíåðãèÿ ðàâíà E = cp
è, êàê ëåãêî âèäåòü, ôàçîâàÿ è ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòè ðàâíû ñêîðîñòè ñâåòà
v0 = vg = c.

Äëÿ ÷àñòèö ñ íåíóëåâîé ìàññîé ïîêîÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

E =
√

c2p2 + m2
0c

4.
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Ñëåäîâàòåëüíî,
vg =

c2p

E
=

c2mve

mc2
= ve.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýëåêòðîíîâ ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü âîëíîâîãî ïàêåòà
äåáðîéëåâñêèõ âîëí ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ñàìîãî ýëåêòðîíà. Ýòîò ðå-
çóëüòàò è ïîñëóæèë ýâðèñòè÷åñêèì ñîîáðàæåíèåì äëÿ ïîïûòêè èíòåð-
ïðåòàöèè ÷àñòèö â âèäå âîëíîâûõ ïàêåòîâ âîëí äå Áðîéëÿ. Îäíàêî äî-
ñòàòî÷íî ñêîðî îáíàðóæèëèñü ïðèíöèïèàëüíûå òðóäíîñòè äëÿ òàêîé èí-
òåðïðåòàöèè. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àëàñü â óñòîé÷èâîñòè âîëíîâîãî ïàêåòà.

Ðàñïëûâàíèå âîëíîâîãî ïàêåòà. Êàê èçâåñòíî, ôàçà âîëíû (kx−ωt)
îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó âîëíû â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè â äàííîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà. Åñëè çàêîí äèñïåðñèè, îïðåäåëÿþùèé çàâèñèìîñòü ÷àñòî-
òû âîëíû îò âîëíîâîãî âåêòîðà, âûðàæàåòñÿ ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì

ω = ck,

òî âñå âîëíû â äàííîé ñðåäå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿ-
ìè, ñî ñêîðîñòüþ c.

Åñëè æå çàêîí äèñïåðñèè äðóãîé, íàïðèìåð òàêîé, êàêîé ñëåäóåò èç
(1.31)) ïðè ó÷åòå êâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà, [f32]

ω(k) = ω(k0) +
∂ω

∂k

∣∣∣∣
k0

(k − k0) +
1

2

∂2ω

∂k2

∣∣∣∣
k0

(k − k0)
2, (1.39)

òî âîëíû ñ ðàçíûìè âîëíîâûìè âåêòîðàìè áóäóò èìåòü ðàçëè÷íûå ñêî-
ðîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âîëíàìè áóäóò
íàðóøàòüñÿ â ïðîöåññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà è, ñëåäîâà-
òåëüíî, áóäåò èçìåíÿòüñÿ èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà, ò.å. áóäåò ìåíÿòü-
ñÿ ôîðìà âîëíîâîãî ïàêåòà. Íàðóøåíèå óñëîâèé èíòåðôåðåíöèè îçíà÷à-
åò èñ÷åçíîâåíèå âîëíîâîãî ïàêåòà. Îïðåäåëèì õàðàêòåðíîå âðåìÿ òàêî-
ãî èñ÷åçíîâåíèÿ, ò.å. ðàñïëûâàíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà. Ïîäñòàâèì (1.39) â
(1.30) è ïðîâåäåì ïðîöåäóðó âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà â ïîêàçàòåëå
ýêñïîíåíòû. Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå [f33]

ξ(x, t) =
A

∆k

√
2√

ω′′t
eiφ

y2∫

y1

e−iy2

dy, (1.40)

ãäå

φ = k0x− ω0t +
2(x− ω′t)2

ω′′t
− π, y =

x− ω′t− 1
2
ω′′t(k − k0)√

1
2
ω′′t

.
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Çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ èíòåãðàëà ïîíÿòíî èç (1.30). Çäåñü ââåäåíî òàêæå
î÷åâèäíîå îáîçíà÷åíèå

ω′′ =
∂2ω

∂k2
.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ôîðìèðîâàíèè âîëíîâîãî ïàêåòà ïðèíèìàåò
ó÷àñòèå äîñòàòî÷íî øèðîêèé íàáîð äëèí âîëí, à â ïðåäåë âîîáùå äîïó-
ñòèòü, ÷òî ∆k →∞, òî èíòåãðàë â (1.40) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí òî÷íî

∞∫

−∞

e−iy2

dy =

√
π

2
(1− i).

Äàëåå íàïîìíèì, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíî âñåãäà èçìåðÿåòñÿ èíòåíñèâ-
íîñòü, à íå àìïëèòóäà âîëíû, ò.å. I = |ξ(x, t)|2. Èç (1.40) ïîëó÷èì

I =
2πA2

(∆k)2ω′′t
.

Èç ïðåäûäóùåãî ðàññìîòðåíèÿ ïîíÿòíî, ÷òî A2 = I0, ò.å. A2 ðàâíà ìàê-
ñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè ãëàâíîãî ìàêñèìóìà âîëíîâîãî ïàêåòà. Òîãäà
îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî ïðè t > τ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî (ïðè
t < τ íàáåã ôàçû, îáóñëîâëåííûé êâàäðàòè÷íûì ÷ëåíîì, åùå äîñòàòî÷-
íî ìàë è âîëíîâîé ïàêåò ñóùåñòâóåò â íà÷àëüíîé ôîðìå, ïîëó÷åííîé áåç
ó÷åòà êâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè (1.31))

I

I0

=
τ

t

∣∣∣
t>τ

,

ãäå [f34]
τ =

2π

ω′′(∆k)2
=

(∆x)2

h∂2E
∂p2 .

(1.41)

Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî, ÷òî ∆k∆x ≈ 2π, à òàêæå î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

ω′′ =
∂2ω

∂k2
= ~

∂2E

∂p2
.

Èç (1.41) ñëåäóåò, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ãëàâíîãî ìàêñèìóìà óìåíüøàåòñÿ
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, íî íå ðàíåå, ÷åì ïî ïðîøåñòâèè ïðîìåæóòêà âðåìå-
íè ðàâíîì τ . Äî ýòîãî âðåìåíè âîëíîâîé ïàêåò ñóùåñòâóåò â íà÷àëüíîé
ôîðìå, îïðåäåëÿåìîé (1.34). Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ τ ìîæíî ñ÷èòàòü õà-
ðàêòåðíûì âðåìåíåì ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà.
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Âû÷èñëèì õàðàêòåðíîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà äëÿ
ôîòîíîâ. Ýíåðãèÿ ôîòîíîâ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé E = cp è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ∂2E

∂p2 = 0. Ñîãëàñíî (1.41) ïîëó÷èì äëÿ ôîòîíîâ τ → ∞, ò.å. âîë-
íîâîé ïàêåò íå ðàñïëûâàåòñÿ íèêîãäà. Äëÿ ÷àñòèö ñ íåíóëåâîé ìàññîé
ïîêîÿ E =

√
c2p2 + m2

0c
4 è, ñëåäîâàòåëüíî, E ′′ = 1/m. Åñëè ñêîðîñòü

÷àñòèöû äîñòàòî÷íî ìàëà, ò.å. ve << c, òî E ′′ = 1/m0. Îòñþäà ïîëó÷èì
õàðàêòåðíîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà τ = m0(∆x)2/h. Äëÿ
ïåñ÷èíêè m0 ≈ 0.1 ã, ∆x ≈ 0.1 ñì, ïîëó÷èì τ ≈ 1024 ñ, ò.å. ïàêåò íå ðàñ-
ïëûâàåòñÿ. Äëÿ ýëåêòðîíà m0 ≈ 10−27 ã, ∆x ≈ 10−8 ñì, ïîëó÷èì τ ≈ 10−17

ñ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ìãíîâåííîì ðàñïëûâàíèè ýëåêòðîííîãî âîëíî-
âîãî ïàêåòà. Ïîäîáíîãî ðîäà îöåíêè è ïîñëóæèëè îñíîâàíèåì äëÿ îòêàçà
îò èíòåðïðåòàöèè ìèêðî÷àñòèö â âèäå âîëíîâûõ ïàêåòîâ äåáðîéëåâñêèõ
âîëí.
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Ãëàâà 2

Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
êâàíòîâîé ìåõàíèêè è åãî
ôèçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå

2.1 Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà
2.1.1 Ðàçëè÷íûå ôîðìû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòå-

ðèàëüíîé òî÷êè â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå.
Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå äâèæåíèå ÷àñòèöû ìîæíî îïèñàòü, çàäàâ åå
ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà H(q, p, t), ãäå q, p - îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è èì-
ïóëüñ ÷àñòèöû (âåêòîðíûå âåëè÷èíû), t - âðåìÿ. Åñëè ôóíêöèÿ H ÿâíî
îò âðåìåíè íå çàâèñèò, ò.å.

∂H

∂t
= 0,

òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè

H = E = const

è â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå èìååò âèä [e8]

p2

2m
+ U(q) = E = const. (2.1)

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå åñòü êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû T = p2/2m,
m - åå ìàññà ïîêîÿ, U(q) - ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû.

10. Óðàâíåíèå Íüþòîíà. Âîçüìåì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè
îò ôóíêöèè (2.1), ó÷òÿ ïðè ýòîì, ÷òî êîîðäèíàòû ìîãóò çàâèñåòü îò âðå-
ìåíè, q = q(t). Òàê êàê ýíåðãèÿ ñèñòåìû íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè,
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òî ýòà ïðîèçâîäíàÿ äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
dp

dt
= −−→∇U(q) =

−→
F .

Çäåñü −→∇ ≡ grad - äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ãðàäèåíòà, −→F = −−→∇U -
ñèëà. Ýòî è åñòü óðàâíåíèå Íüþòîíà [e9]

dp

dt
+
−→∇U(q) = 0. (2.2)

20. Óðàâíåíèå Ëàãðàíæà 2-ãî ðîäà. Ââåäåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà
(ëàãðàíæèàí) L = T − U = p2

2m
− U(q). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî p = mq̇, ïîëó÷èì

dL

dq̇
= p,

dL

dq
≡ −→∇L = −−→∇U.

Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå Íüþòîíà (2.2), ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå Ëàãðàíæà 2-ãî ðîäà [e10]

d

dt

dL

dq̇
− dL

dq
= 0. (2.3)

30. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà. Ââåäåì ôóíêöèþ Ãà-
ìèëüòîíà

H = pq̇ − L =
p2

2m
+ U(q).

Îòñþäà ïîëó÷èì [e11]
∂H

∂q̇
= p ⇒ q̇ =

∂H

∂p
. (2.4)

Ýòî ïåðâîå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà. Èç öåïî÷êè î÷åâèäíûõ
ðàâåíñòâ ïîëó÷èì âòîðîå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå [e12]

∂H

∂q
=

∂U

∂q
= −F = −dp

dt
⇒ ṗ = −∂H

∂q
. (2.5)

30. Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà - ßêîáè. Ââåäåì ôóíêöèþ äåéñòâèÿ
S

S(q, t) =

t∫

0

Ldt′.

Âû÷èñëèì ãðàäèåíò ýòîé ôóíêöèè
−→∇S =

∫
dL

dq
dt =

∫
(−−→∇U)dt =

∫
~Fdt =

∫
d~p = ~p.
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Òàêèì îáðàçîì [e13] −→∇S = ~p. (2.6)
Âîçüìåì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè äåéñòâèÿ

dS

dt
=

∂S

∂t
+
−→∇S

∂q

∂t
= L.

Ïîäñòàâèì ñþäà âûðàæåíèå (2.6), ïîëó÷èì

∂S

∂t
+ q̇p = L ⇒ ∂S

∂t
= L− q̇p = −H.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà - ßêîáè [e14]

∂S

∂t
= −H. (2.7)

Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà (2.1) ñ ó÷åòîì (2.6), ïîëó÷èì
äðóãóþ ôîðìó ýòîãî óðàâíåíèÿ [e15]

∂S

∂t
+

1

2m
(
−→∇S)2 + U(q) = 0. (2.8)

Åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÿâíî îò âðåìåíè íå çàâèñèò (ò.å. H = E =
const), òî ýòî óðàâíåíèå èìååò èíòåãðàë [e16]

S(q, t) = −E · t + S0(q), (2.9)

ãäå S0(q) íàçûâàåòñÿ óêîðî÷åííûì äåéñòâèåì.
Ïîäñòàâèâ (2.9) â (2.8), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå [e17]

|−→∇S0| = p =
√

2m(E − U(q)). (2.10)

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü ðàâíîãî äåéñòâèÿ, ò.å. [e18]

−E · t + S0(q) = const. (2.11)

Òàê êàê ïîâåðõíîñòü óêîðî÷åííîãî äåéñòâèÿ ñòàöèîíàðíà (S0 ÿâíî îò âðå-
ìåíè íå çàâèñèò), òî èç (2.11) ñëåäóåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü ðàâíîãî äåéñòâèÿ
äâèæåòñÿ. Ýòî ëåãêî ïðåäñòàâèòü ïî àíàëîãèè ñ äâèæåíèåì ïîâåðõíîñòè
ïîñòîÿííîé ôàçû kx − ωt = const. Ñêîðîñòü äëÿ êàæäîé òî÷êè ïîâåðõ-
íîñòè S îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì

vS =
dQ

dt
,
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ãäå dQ - ðàññòîÿíèå, ïðîõîäèìîå ýëåìåíòîì ïîâåðõíîñòè çà âðåìÿ dt, â íà-
ïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ýòîìó ýëåìåíòó ïîâåðõíîñòè. Âîçüìåì
ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò óðàâíåíèÿ (2.11), òîãäà, ó÷èòûâàÿ,
÷òî −→∇S0⊥S0, ïîëó÷èì [e19]

vS =
dS

dt
=

E

|−→∇S0|
=

E

p
=

E

mve

, (2.12)

ãäå ve - ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.
Òàêèì îáðàçîì, îäíîâðåìåííî ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàâíîãî äåéñòâèÿ S

äâèæåòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, ïðè÷åì òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè âñåãäà îñòàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïîâåðõíîñòè ðàâíîãî
äåéñòâèÿ. Âèä òðàåêòîðèè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì [e20]

(
−→∇S0)

2 = 2m(E − U(q)). (2.13)

2.1.2 Âîëíîâàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà. Óðàâíåíèå
ýéêîíàëà.

Â ñëó÷àå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â íåêîòîðîé ñðå-
äå ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n, âîëíîâîå óðàâíåíèå (1.24) ñëåãêà ìî-
äåðíèçèðóåòñÿ [e21]

n2

c2

∂2ξ

∂t2
−∇2ξ = 0, (2.14)

ãäå ïîä ξ ïîíèìàþòñÿ êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî èëè
ìàãíèòíîãî ïîëåé. Åñëè ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû ïîñòîÿíåí n =
const, ò.å. ñðåäà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé, òî óðàâíåíèå (2.14) èìååò ðåøåíèå
â âèäå ïëîñêèõ (1.26), ãäå âîëíîâîé âåêòîð èìååò âèä k = 2π/λ = nω/c,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû v0 = c/n.

Åñëè ñðåäà ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé, òî ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò n = n(q). Íàéäåì âèä
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.14) â ñëó÷àå, êîãäà ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé, ò.å. ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ìàëî
ìåíÿåòñÿ íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà äëèíû âîëíà λ. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èñ-
êàòü ðåøåíèå (2.14) â âèäå [e22]

ξ(q, t) = ξ0(q) exp(i(~k0l(~q)− ωt)), (2.15)

ãäå k0 = 2π/λ = ω/c - âîëíîâîé âåêòîð â âàêóóìå, ââåäåííàÿ âåëè÷èíà
l(~q) íàçûâàåòñÿ ýéêîíàëîì. Ïîäñòàâèì (2.15) â (2.14) è, ïðîâåäÿ íåîá-
õîäèìûå äåéñòâèÿ, ïðèðàâíÿåì íóëþ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè
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ïîëó÷èâøåãîñÿ âûðàæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëó÷èì [e23]
1

ξ0k2
0
∇2ξ0 + n2 − (

−→∇l)2 = 0,

ξ0∇2l + 2
−→∇ξ0 · −→∇l = 0.

(2.16)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòè
ñðåäû ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò äëèíó âîëíû λ0. Â ïðåäåëå, êîãäà õàðàê-
òåðíûé ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòè ñòàíîâèòñÿ î÷åíü áîëüøèì, ìîæíî îñó-
ùåñòâèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ïîëàãàÿ äëèíó âîëíû èñ÷åçàþùå ìàëûõ
ðàçìåðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðîì íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû

k0 =
2π

λ0

∣∣∣∣
λ→0

→∞.

Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.16) ïîëó÷èì [e24]

(
−→∇l)2 = n2(~q) ⇒ |(−→∇l)2| = n(~q). (2.17)

Ýòî åñòü îñíîâíîå óðàâíåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè èëè óðàâíåíèå ýéêî-
íàëà (Êëàóçèóñ). Ââåäåì åäèíè÷íûé âåêòîð ~s, íàïðàâëåííûé ïî ãðàäèåí-
òó ýéêîíàëà l(~q), ò.å. −→∇l = |−→∇l|~s. Òîãäà äëÿ âîëíîâîãî âåêòîðà ïîëó÷èì
âûðàæåíèå

k =
n(~q)ω

c
= k0n(~q) = k0|−→∇l| = k0(

−→∇l · ~s).
Îòñþäà ñëåäóåò âàæíîå ñîîòíîøåíèå [e25]

~k = k0n~s = k0
−→∇l. (2.18)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñâåòîâûå ëó÷è íàïðàâëåíû ïî âîëíîâîìó âåêòîðó âäîëü
ýéêîíàëà è, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîãëàñíî (2.17, )èõ òðàåêòîðèÿ ìîæåò îòëè-
÷àòüñÿ îò ïðÿìîé ëèíèè. Ðåôðàêöèÿ - åñòü êëàññè÷åñêèé ïðèìåð òàêîãî
èñêðèâëåíèÿ ñâåòîâûõ ëó÷åé â íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ÿâ-
ëåíèþ, ìû âèäèì Ñîëíöå â òå÷åíèè íåñêîëüêèõ ìèíóò ïîñëå åãî çàõîäà çà
ëèíèþ ãîðèçîíòà. Ýòî òàêæå ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ äâèæåíèÿ ôðîí-
òà âîëíû, ò.å. ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ôàçû ~k0l(~q) − ωt = const. Âçÿâ
ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ýòîãî âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì

(~k0
−→∇l)vn − ω = 0 ⇒ vn =

c

n
,

ãäå vn ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû â ñðåäå ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n.
Êàêîâ ñìûñë âòîðîãî óðàâíåíèÿ (2.16)? Äîìíîæèâ ýòî óðàâíåíèå íà

ξ0, ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíî ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùåå óðàâíåíèå
−→∇(ξ2

0

−→∇l) = 0.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòà àìïëèòóäû âîëíà íà ãðàäè-
åíò ýéêîíàëà îñòàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîñòîÿííîé ïðè èçìåíåíèè ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ êîîðäèíàò. Âçÿâ ìîäóëü ýòîé âåëè÷èíû, ïîëó÷èì

ξ2
0 |
−→∇l| = ξ2

0(q)n(q) = const.

Ýòî ñîîòíîøåíèå, êàê íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ , âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â ñðåäå.

2.1.3 Îïòèêî - ìåõàíè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ.
Ñîïîñòàâèì äðóã ñ äðóãîì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

S0(q)− E · t = const ⇔ ~k0l(~q)− ωt = const.

~p =
−→∇S =

−→∇S0 ⇔ ~k = k0
−→∇l.

(
−→∇S0)

2 = 2m(E − U(q)) ⇔ (
−→∇l)2 = n2(q).

Èç ðàññìîòðåíèÿ ýòèõ ñîîòâåòñòâèé ìîæíî çàêëþ÷èòü ñëåäóþùåå

S ∼ ~k0l(~q)− ωt.

S0 ∼ ~k0l(~q).

E ∼ ω.

~p ∼ ~k.

2m(E − U(q)) ∼ n2(q).

Çàìåòèì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ýòó îïòèêî - ìåõàíè÷åñêóþ àíàëîãèþ, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ïðåäåëüíûé ñëó÷àé êîðîòêèõ âîëí, êîãäà âîëíîâàÿ îïòèêà
ïåðåõîäèëà â ãåîìåòðè÷åñêóþ.

2.1.4 Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà.
Â ñâÿçè ñ ýòîé àíàëîãèåé âîçíèêàåò âîïðîñ î ìåõàíè÷åñêîì óðàâíåíèè,
êîòîðîå ñîîòâåòñòâîâàëî áû âîëíîâîìó óðàâíåíèþ íå òîëüêî â îáëàñòè
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êîðîòêèõ, íî è â îáëàñòè äëèííûõ âîëí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêàÿ âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ, íàïîìèíàþùàÿ ïî ñòðóêòóðå ïëîñêóþ âîëíó, äëÿ òàêîãî,
íåèçâåñòíîãî ïîêà, óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò è èìååò âèä [e26]

ψ(~r, t) = A exp

(
i

~
S(~r, t)

)
. (2.19)

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòîé ôóíêöèè è , ñäåëàâ íåîáõîäèìûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì

∂S

∂t
= −i~

1

ψ

∂ψ

∂t
.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà - ßêîáè (2.7) è ñäåëàâ ôîðìàëüíóþ
ïîäñòàíîâêó, ïîëó÷èì

Hψ = i~
∂ψ

∂t
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óìíîæåíèå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà íà ôóíêöèþ ψ ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ðàâíîñèëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèþ
ýòîé ôóíêöèè ïî âðåìåíè. Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì, ìû ìîæåì ôîðìàëüíî
ââåñòè îïåðàòîð ýíåðãèè [e27]

Ĥ = i~
∂

∂t
. (2.20)

Àíàëîãè÷íî, âû÷èñëèâ ãðàäèåíò îò ôóíêöèè (2.19), ïîëó÷èì

−→∇S = −i~
1

ψ

−→∇ψ ⇒ ~pψ = −i~
−→∇ψ.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, îñíîâûâàÿñü íà ýòîì ðàâåíñòâå, ìîæíî ôîð-
ìàëüíî ââåñòè îïåðàòîð èìïóëüñà [e28]

p̂ = −i~
−→∇ (2.21)

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ðàâíà H = p2

2m
+ U(r) è

äåëàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà - ßêîáè
(2.7), ïîëó÷èì [e29]

i~
∂ψ

∂t
= − ~

2

2m
∇2ψ + U(r)ψ. (2.22)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà p̂2 = p̂p̂ =
−~2∇2. Îòñþäà âèäíî, ÷òî áåç ââåäåíèÿ îïåðàòîðîâ ýòî óðàâíåíèå ïîëó-
÷èòü íåâîçìîæíî. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà.
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Ïðèâåäåííûå çäåñü ðàññóæäåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ âûâîäîì ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Ýòî óðàâíåíèå íå âûâîäèòñÿ, îíî ïîñòóëèðóåòñÿ, êàê ëþáîé ôèçè÷åñêèé
çàêîí. Åãî ñïðàâåäëèâîñòü îáóñëîâëåíà àäåêâàòíîñòüþ âûâîäîâ, ñëåäóþ-
ùèõ èç ïðèìåíåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ê ðåøåíèþ êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ
çàäà÷.

Èñïîëüçóÿ (2.19), ïîëó÷èì

∂ψ

∂t
=

i

~
∂S

∂t
ψ,

−→∇ψ =
i

~
−→∇S ψ,

∇2ψ = − 1

~2
(
−→∇S)2ψ +

i

~
∇2S ψ.

Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â (2.22), ïîëó÷èì óðàâíåíèå[e30]

∂S

∂t
+

1

2m
(
−→∇S)2 + U(q)− i~

2m
∇2S ψ = 0, (2.23)

êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà - ßêîáè (2.8)
ïðèñóòñòâèåì ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî. Åñëè ôîðìàëüíî óñòðåìèòü ïîñòî-
ÿííóþ Ïëàíêà ê íóëþ, ~ → 0, òî ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêè. Òàêîé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä àíàëîãè÷åí ïåðåõîäó îò âîëíîâî-
ãî óðàâíåíèÿ â îïòèêå ê óðàâíåíèþ ýéêîíàëà ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè.
Óñëîâèå ~ → 0 ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò äèñêðåòíîñòè ê íåïðåðûâíî-
ñòè, õàðàêòåðíîé äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

2.2 Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âîëíîâîé ôóíêöèè
Ïðîäóêòèâíîå ôèçè÷åñêîå ìûøëåíèå

òðåáóåò ñî÷åòàíèÿ êàê èíòóèöèè, òàê è ìàòåìàòèêè.
Ä. Áîì

2.2.1 Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè
Ðàññìîòðèì ïîòîê íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïëîòíîñòè ρ, òåêóùèé ñî ñêî-
ðîñòüþ ~v. Âûäåëèì ìûñëåííî íåêîòîðûé ïðîñòðàíñòâåííûé îáúåì Ω
â æèäêîñòè. Ìàññà æèäêîñòè, âòåêàþùàÿ â ýòó îáëàñòü ÷åðåç ïîâåðõ-
íîñòü σ â åäèíèöó âðåìåíè, ðàâíà ∆m = − ∫

σ
ρ~v~ndσ, ãäå ~n - âíåøíÿÿ

íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè, çíàê ìèíóñ ïåðåä èíòåãðàëîì óêàçûâàåò íà òî,
÷òî æèäêîñòü âòåêàåò â îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííóþ äàííîé ïî-
âåðõíîñòüþ. Áóäåì ñ÷èòàòü îáúåì âûäåëåííîé îáëàñòè ïîñòîÿííûì, ò.å.
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Ω = const.Åñëè áû æèäêîñòü áûëà ñæèìàåìîé. òî óâåëè÷åíèå åå ìàññû
â âûäåëåííîì îáúåìå â åäèíèöó âðåìåíè âû÷èñëÿëîñü áû ïî ôîðìóëå

∆m =

∫

Ω

∂ρ

∂t
dΩ.

Òàê êàê æèäêîñòü íåñæèìàåìà, òî ρ = const è, ñëåäîâàòåëüíî, ñêîëü-
êî æèäêîñòè âòåêàåò, ñòîëüêî æå è âûòåêàåò. Òåì íå ìåíåå ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì ðàâåíñòâî

∫

Ω

∂ρ

∂t
dΩ = −

∫

σ

ρ(~v~n)dσ.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî, ïðåîáðàçóåì ïîâåðõíîñòíûé èíòå-
ãðàë â îáúåìíûé ∫

σ

ρ(~v~n)ds =

∫

Ω

div(ρ~v)dΩ.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ïðåäûäóùåå è ó÷òÿ , ÷òî äàííîå ðàâåíñòâî
ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
íåïðåðûâíîñòè [a1]

∂ρ

∂t
+ div~j = 0 (2.24)

Ãäå âåëè÷èíà ~j = ρ~v íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ïîòîêà. Óðàâíåíèå íåïðå-
ðûâíîñòè åñòü ñëåäñòâèå ïîñòîÿíñòâà (ñîõðàíåíèÿ) ïåðåíîñèìîé ôèçè÷å-
ñêîé âåëè÷èíû â çàäàííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Â äàííîì ñëó÷àå - ýòî
ìàññà æèäêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ìû óæå îòìåòèëè, ñêîëüêî æèäêî-
ñòè âòåêàåò â âûäåëåííûé îáúåì, ñòîëüêî æå è âûòåêàåò. Ñëåäîâàòåëüíî
ìàññà æèäêîñòè â äàííîì îáúåìå íå ìåíÿåòñÿ. Ôîðìàëüíî â ýòîì ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ìûñëåííî îêðóæèâ âûäåëåííûé îáúåì çàìêíóòîé ïîâåðõíî-
ñòüþ è íàïèñàâ ðàâåíñòâî

∂

∂t

∫
ρ dΩ = −

∮
(~jd~σ).

Òàê êàê ïîòîê ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí íóëþ, òî îòñþäà ïî-
ëó÷èì ∫

ρ dΩ = const = m,

ãäå m - ìàññà æèäêîñòè çàêëþ÷åííàÿ â âûäåëåííîì îáúåìå.Òàêèì îá-
ðàçîì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ íåêîòîðîé
ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû (ìàññû, çàðÿäà è ò.ï).
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2.2.2 Ïëîòíîñòü è òîê âåðîÿòíîñòè
Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ, âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (2.22), ÿâëÿåò-
ñÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñïðà-
âåäëèâî è äëÿ ôóíêöèè ψ∗, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè ψ. Òàêîå
óðàâíåíèå èìååò âèä

−i~
∂ψ∗

∂t
= − ~

2

2m
∇2ψ∗ + U(r)ψ∗.

Ïðîèçâåäåì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó: óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (2.22) äî-
ìíîæèì ñëåâà íà ôóíêöèþ ψ∗, à óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè äîìíîæèì ñëåâà íà ψ; çàòåì âû÷òåì ïî÷ëåííî èç
ïåðâîãî ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ âòîðîå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

−i~
(

ψ∗
∂ψ

∂t
+ ψ

∂ψ∗

∂t

)
=
~2

2m
(ψ∇2ψ∗ − ψ∗∇2ψ).

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî

∂(ψψ∗)
∂t

= ψ∗
∂ψ

∂t
+ ψ

∂ψ∗

∂t

è
div

(
ψ
−→∇ψ∗ − ψ∗

−→∇ψ
)

= ψ∇2ψ∗ − ψ∗∇2ψ.

Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè (2.24) [a2]

∂(ψψ∗)
∂t

+
i~
2m

div
(
ψ
−→∇ψ∗ − ψ∗

−→∇ψ
)

= 0. (2.25)

Çäåñü ïëîòíîñòü, íåîïðåäåëåííîé ïîêà, ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû âûðàæà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [a3]

ρψ = ψψ∗. (2.26)

Ïëîòíîñòü ïîòîêà ñîîòâåòñòâåííî èìååò âèä [a4]

jψ =
i~
2m

(
ψ
−→∇ψ∗ − ψ∗

−→∇ψ
)

. (2.27)

Ñîãëàñíî îáùèì ïðåäñòàâëåíèÿì, óðàâíåíèå (2.25) âûðàæàåò çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ íåêîòîðîé âåëè÷èíû p [a5]

p =

∫

Ω

ψψ∗ dΩ = const, (2.28)
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ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó.
Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöè-

àëüíûì óðàâíåíèåì, òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ, ÿâëÿþùàÿñÿ åãî ðåøåíèåì,
îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ïîñòîÿííîãî ÷èñëîâîãî ìíîæè-
òåëÿ. Ýòîò ìíîæèòåëü âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû èíòåãðàë (2.28)
áûë ðàâåí åäèíèöå, ò.å. [a6]

∫

Ω

ψψ∗ dΩ = 1. (2.29)

Ýòî óñëîâèå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè ψ.
Òàê êàê, ïî îïðåäåëåíèþ,

ψψ∗ = ψ∗ψ = |ψ|2,

òî óñëîâèå íîðìèðîâêè ìîæíî çàïèñàòü òàê [a7]
∫

Ω

|ψ|2 dΩ = 1. (2.30)

Ñîãëàñíî èíòåðïðåòàöèè, ïðåäëîæåííîé Ì. Áîðíîì, âåëè÷èíà ρψ = |ψ|2
ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â äàííîé òî÷-
êå ïðîñòðàíñòâà, à, ñîîòâåòñòâåííî, âåëè÷èíà dp = |ψ|2 dΩ åñòü âåðîÿò-
íîñòü îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèöû â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà îáúåìîì dΩ, ñîäåð-
æàùåé äàííóþ òî÷êó. Âåëè÷èíà jψ íàçûâàåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, òîêîì âå-
ðîÿòíîñòè. Ñàìó âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ Ð. Ôåéíìàí ïðåäëàãàåò íàçûâàòü
àìïëèòóäîé âåðîÿòíîñòè, íî äàííûé òåðìèí íå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì.

Êàêîâû áûëè îñíîâíûå ñîîáðàæåíèÿ, ïðèâåäøèå ê òàêîé èíòåðïðåòà-
öèè âîëíîâîé ôóíêöèè? Íàïðèìåð, êàê ìîæíî ïîíÿòü ïðîÿâëåíèå âîë-
íîâûõ ñâîéñòâ ÷àñòèö â îïûòàõ ïî äèôðàêöèè ïó÷êà ýëåêòðîíîâ íà êðè-
ñòàëëå? Äëÿ îáúÿñíåíèÿ äèôðàêöèîííîé êàðòèíû íàäî äîïóñòèòü, ÷òî
ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ
â ïðîñòðàíñòâå ïðîïîðöèîíàëüíî îòíîñèòåëüíîé èíòåíñèâíîñòè âîëíû â
ýòîì ìåñòå ïðîñòðàíñòâà. Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìè ÷àñòèöû ÿâëÿþò-
ñÿ âîëíàìè? Ýòî íåëüçÿ ïðèíÿòü ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ,
ïðè äèôðàêöèè âîëíà ðàçáèâàåòñÿ íà ñèñòåìó äèôðàãèðîâàâøèõ âîëí.
Ýëåêòðîí æå âåäåò ñåáÿ êàê åäèíàÿ öåëàÿ ÷àñòèöà. Îá ýòîì ñâèäåòåëü-
ñòâóþò ýêñïåðèìåíòû ñ ïîòîêîì îäèíî÷íûõ ýëåêòðîíîâ. Âî- âòîðûõ, ýòè
æå îïûòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî âîëíîâûå ñâîéñòâà íåëüçÿ ïðèïè-
ñàòü êîëëåêòèâíîìó ïîâåäåíèþ ýëåêòðîíîâ â ïó÷êå, êàê, íàïðèìåð, ýòî
õàðàêòåðíî äëÿ ÷àñòèö â çâóêîâîé âîëíå.
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Íà îñíîâàíèè ýòîãî Ì. Áîðí â 1926 ã. ïðåäëîæèë ñòàòèñòè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ âîëíîâîé ôóíêöèè: èíòåíñèâíîñòü äåáðîéëåâñêèõ âîëí
â äàííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîïîðöèî-
íàëüíà âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèöû â ýòîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà.
Òàêèì îáðàçîì ψ-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì ïîíÿòèåì, èñïîëü-
çóåìûì â êâàíòîâîé ìåõàíèêå äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ âå-
ëè÷èí â ñîñòîÿíèÿõ, îïèñûâàåìûõ ýòîé ôóíêöèåé.

2.2.3 Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ñîñòîÿíèé
Îäíèì èç íîâûõ çàêîíîâ ïðèðîäû,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ôóíäàìåíòàëüíûì,
ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ñîñòîÿíèé.

Ï. Äèðàê

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (2.22) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì óðàâíåíèåì íåðå-
ëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Âîëíîâûå ôóíêöèè, ïîëó÷àþùèåñÿ â
ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþò ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ
êâàíòîâîé ñèñòåìû. Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîëîæåíèé êâàíòîâîé ìåõàíè-
êè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ñîñòîÿíèé, êîòîðûé óòâåðæäàåò, ÷òî
åñëè ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèÿõ

ψ1, ψ2, ψ3, ...

òî îíà ìîæåò íàõîäèòüñÿ è â ñîñòîÿíèÿõ, îïèñûâàåìûõ âîëíîâûìè ôóíê-
öèÿìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýòèõ âîëíîâûõ
ôóíêöèé [a8]

ψ = a1ψ1 + a2ψ2 + a3ψ3 + ..., (2.31)
ãäå êîýôôèöèåíòû ak - ëþáûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ãëóáîêèé ñìûñë ýòîãî
ïðèíöèïà âûÿñíèòñÿ â äàëüíåéøåì ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ ïðè-
ìåðîâ. Ñåé÷àñ îòìåòèì, ÷òî ìíîãèå êâàíòîâûå ýôôåêòû îáóñëîâëåíû
ýòèì ïðèíöèïîì, â ÷àñòíîñòè, íàïðèìåð, ÿâëåíèå äèôðàêöèè ýëåêòðîí-
íîãî ïó÷êà íà êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðå. Ýòîò ïðèíöèï ïîäòâåðæäàåò
ñïðàâåäëèâîñòü óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, êàê ôèçè÷åñêîãî çàêîíà, è ÿâ-
ëÿåòñÿ åãî ôîðìàëüíûì ñëåäñòâèåì, êàê ìàòåìàòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Òàê êàê óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì, òî èç íåãî ôîðìàëüíî ñëåäóåò íå òîëüêî ïðèíöèï ñó-
ïåðïîçèöèè, íî è òî, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî
ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîæèòåëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ψ õàðàê-
òåðèçóåò êàêîå-ëèáî ñîñòîÿíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû, òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ψ1 = aψ õàðàêòåðèçóåò òîæå ñàìîå ñîñòîÿíèå.
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Èç ýòèõ ñâîéñòâ âûòåêàåò ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âîëíîâîé
ôóíêöèè êàê âåêòîðà-ñîñòîÿíèÿ â íåêîòîðîì àáñòðàêòíîì ïðîñòðàíñòâå.
Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîìåðíûì, òî-
ãäà îíî íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì. Ëåãêî âèäåòü. ÷òî â òàêîé èíòåðïðå-
òàöèè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íàïðàâëåíèåì âåêòîðà-
ñîñòîÿíèÿ, íî íå åãî äëèíîé.

2.3 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â êâàíòîâîé ìåõà-
íèêå

2.3.1 Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû
Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îí îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè [b1]

M̂(c1f1 + c2f2) = c1M̂f1 + c2M̂f2, (2.32)
ãäå c1 è c2 - ïîñòîÿííûå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû.

Îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííûì, åñëè îí çàäàí íà íåêîòîðîì ìíî-
æåñòâå ôóíêöèé, ò.å. åñëè óêàçàí çàêîí (ïðàâèëî), ñ ïîìîùüþ êîòîðî-
ãî êàæäîé ôóíêöèè èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
èç òîãî æå ìíîæåñòâà. Îïåðàòîðû, çàäàííûå íà ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâàõ
ôóíêöèé. ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Íàïðèìåð, îïåðàòîð Ëàïëàñà ∇2 ìî-
æåò áûòü îïðåäåëåí: 1) íà ìíîæåñòâå âñåõ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â áåñêîíå÷íîì ïðîñòðàíñòâå; 2) íà ìíîæåñòâå
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, êîòîðûå îòëè÷íû îò íóëÿ âíóò-
ðè íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà è óäîâëåòâîðÿþò í îïðåäåëåííûì
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè.

Îïåðàòîðû, ñîäåðæàùèå îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàçûâàþòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè; ñîäåðæàùèå îïåðàöèþ èíòåãðèðîâà-
íèÿ - èíòåãðàëüíûìè; ñîäåðæàùèå è äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå
îïåðàöèè - èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè. ×àñòíûì ñëó÷à-
åì èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ôóíêöèîíàëû.
Ôóíêöèîíàëîì íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð, êîòîðûé, äåéñòâóÿ íà ëþáóþ ôóíê-
öèþ èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé, äàåò â ðåçóëüòàòå íåêîòîðóþ ïî-
ñòîÿííóþ. Íàïðèìåð, ôóíêöèîíàëîì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ψ ÿâëÿåòñÿ
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈ψ|φ〉 =

∫
ψ∗φdr

â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè φ.
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Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëè ôîðìàëüíî ââåäåíû îïåðàòîðû èìïóëü-
ñà [b2]

p̂ = −i~
−→∇ (2.33)

è ýíåðãèè [b3]
Ĥ = i~

∂

∂t
(2.34)

èëè [b4]
Ĥ = − ~

2

2m
∇2 + U(~r). (2.35)

Ââåäåíèå îïåðàòîðîâ â êâàíòîâóþ ìåõàíèêó ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü ìà-
òåìàòè÷åñêèé àïïàðàò êâàíòîâîé òåîðèè. Ïðîöåäóðà ââåäåíèÿ îïåðàòî-
ðîâ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå ïðîöåäóðû êâàíòîâà-
íèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè.
1. Íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíå F ñîïîñòàâëÿåòñÿ îïåðàòîð F̂ .
2. Íàáëþäàåìîé (ò.å. ðåàëüíîé) ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíå F ñîîòâåòñòâóåò
òàê íàçûâàåìîå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîå ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈F 〉 îïåðàòîðà
ýòîé âåëè÷èíû, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó [b5]

〈F 〉 =

∫
ψ∗F̂ψdr, (2.36)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû
F .
3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâîâàëî ôèçè÷åñêè íà-
áëþäàåìîé âåëè÷èíå, îíî äîëæíî áûòü âåùåñòâåííûì, ò.å. íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ [b6]

〈F 〉∗ = 〈F 〉. (2.37)
Ýòî óñëîâèå íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ íà îïåðàòîðû F̂ .
Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (2.36)

〈F 〉∗ =

∫
ψF̂ ∗ψ∗dr,

ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî [b7]
∫

ψ∗F̂ψdr =

∫
ψF̂ ∗ψ∗dr. (2.38)

Îïåðàòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ íàçûâàþòñÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííûìè èëè ýðìèòîâûìè îïåðàòîðàìè. Åñëè îïåðàòîð F̂ ÿâëÿåòñÿ ýð-
ìèòîâûì, òî ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð îáîçíà÷àåòñÿ F̂+. Îáùåå
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îïðåäåëåíèå ýðìèòîâ-ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà äàåòñÿ âûðàæåíèåì1

∫
ψ∗F̂χdr =

∫
χ(F̂+ψ)∗dr.

Åñëè îïåðàòîð ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì,
ò.å.

F̂ = F̂+.

, òî èç îïðåäåëåíèÿ ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ïîëó÷èì
∫

ψF̂χdr =

∫
χ(F̂ψ)∗dr.

Òàêèå îïåðàòîðû íàçûâàþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå
èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ëèíåéíûå (äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ïðèíöèïó ñóïåðïî-
çèöèè) è ñàìîñîïðÿæåííûå (÷òîáû ñðåäíåå çíà÷åíèå áûëî äåéñòâèòåëü-
íûì) îïåðàòîðû.

Ïðèìåðû.
1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð êîîðäèíàòû r̂, äåéñòâèå êîòîðîãî íà âîëíîâóþ
ôóíêöèþ ψ ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó óìíîæåíèþ, ò.å. r̂ = r. Ñðåäíåå çíà÷åíèå
ýòîãî îïåðàòîðà

〈r〉 =

∫
ψ∗r̂ψdr =

∫
r|ψ|2dr.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû åñòü âñåãäà äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî.
2. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð èìïóëüñà (2.33). Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì x-
êîìïîíåíòó ýòîãî îïåðàòîðà p̂x = −i~ ∂

∂x
. Âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå

ýòîãî îïåðàòîðà

〈px〉 =

∫
ψ∗p̂xψdx =

∫
ψ∗

(
−i~

∂

∂x

)
ψdx = −i~

∫
ψ∗

∂ψ

∂x
dx =

= −i~ψ∗ψ
∣∣∞−∞ + i~

∫
ψ

∂ψ∗

∂x
dx =

∫
ψ

(
i~

∂

∂x

)
ψ∗dx =

∫
ψp̂∗xψ

∗ = 〈px〉∗.

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ äðóãèõ êîìïîíåíò îïåðàòîðà èì-
ïóëüñà, óáåäèìñÿ, ÷òî îïåðàòîð èìïóëüñà ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì
îïåðàòîðîì. Ïðè âû÷èñëåíèè ýòîãî èíòåãðàëà ïðèíèìàëîñü î÷åâèäíîå
óñëîâèå ψ∗ψ

∣∣∞−∞ = |ψ|2
∣∣∞−∞ = 0, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäïîëîæåíèþ îò-

ñóòñòâèÿ ÷àñòèö íà áåñêîíå÷íîñòè.
1Â àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ îïðåäåëåíèå ýðìèòîâî-

ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà äàåòñÿ ñëåäóþùèìè îáðàçîì: (Âx, y) = (x, Â∗y), åñëè
ïðè ýòîì Â = Â∗, òî îïåðàòîð Â - ñàìîñîïðÿæåííûé.
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3. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð F̂ = (−i~
−→∇)n ÿâëÿåòñÿ

ñàìîñîïðÿæåííûì. Äåéñòâèå ýòîãî îïåðàòîðà íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ
îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì äåéñòâèåì n ðàç îïåðàòîðà èìïóëüñà.
Î÷åâèäíî, ÷òî è ëþáàÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà êîîðäèíàòû, ÿâëÿåòñÿ ñàìîñî-
ïðÿæåííûì îïåðàòîðîì. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð âèäà

F̂ = F1(~r) + F2(−i~
−→∇),

ãäå F1 è F2 ëþáûå ôóíêöèè, âêëþ÷àþùèå ñëîæåíèå è ïðîèçâåäåíèå àð-
ãóìåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì îïåðàòîðîì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíê-
öèÿ F ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè êîîðäèíàò è öåëîé ðà-
öèîíàëüíîé ôóíêöèåé èìïóëüñîâ, òî ñîîòâåòñòâóþùèé åé îïåðàòîð, ïî-
ëó÷àþùèéñÿ çàìåíîé èìïóëüñà íà îïåðàòîð p̂, áóäåò ñàìîñîïðÿæåííûì
îïåðàòîðîì

F (~r, ~p) → F̂ = F (~r,−i~
−→∇).

Åñëè ôóíêöèÿ F ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ, òî íå
âñÿêèé îïåðàòîð, ïîëó÷àþùèéñÿ èç ýòîé ôóíêöèè çàìåíîé p → p̂, áóäåò
ñàìîñîïðÿæåííûì, ò.ê. íå âñÿêîå ïðîèçâåäåíèå ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðà-
òîðîâ áóäåò ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì.

Ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíåå. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðîèçâåäåíèåì
îïåðàòîðîâ F̂ K̂ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð, äåéñòâèå êîòîðîãî íà ôóíêöèþ
ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó äåéñòâèþ ñíà÷àëà îïåðàòîðà K̂, à çàòåì
îïåðàòîðà F̂ . Âîîáùå, ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ íåêîììóòàòèâíî, ò.å.

F̂ K̂ψ 6= K̂F̂ψ.

Åñëè æå äåéñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ íå çàâèñèò îò èõ ïîðÿäêà â
ïðîèçâåäåíèè, òî ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîðû êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì è
çàïèñûâàþò ýòî òàê

(
F̂ K̂ − K̂F̂

)
ψ = 0 ⇒ [F̂ , K̂] = 0.

Óñëîâèå êîììóòèðîâàíèÿ îïåðàòîðîâ. Ðàññìîòðèì äâà ýðìèòî-
âûõ îïåðàòîðà F̂ = F̂+ è K̂ = K̂+. Òîãäà èç âûøåïðèâåäåííîãî ðàâåíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî ∫

ψ∗F̂ K̂ψdr =

∫
ψ∗K̂F̂ψdr.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè îïåðàòîð F̂ K̂ ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì, òî âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

∫
ψ∗F̂ K̂ψdr =

∫
ψ

(
F̂ K̂

)+

ψ∗dr.
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Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îïåðàòîðû êîììóòèðóþò, òî ïðîèçâåäåíèå îïåðàòî-
ðîâ äîëæíî áûòü ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì. Â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî
áûòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∫
ψ∗K̂F̂ψdr =

∫
ψ

(
F̂ K̂

)+

ψ∗dr.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ñâîéñòâî
(
F̂ K̂

)+

= K̂+F̂+ = K̂F̂ .

Ýòî æå ñâîéñòâî ìîæíî âûÿâèòü, ïðîñëåäèâ ñëåäóþùóþ öåïî÷êó î÷å-
âèäíûõ ðàâåíñòâ

∫
ψ∗F̂ K̂ψdr =

∫
ψ∗F̂ (K̂ψ)dr =

∫
(K̂ψ)(F̂ ∗ψ∗)dr =

=

∫
(F̂ ∗ψ∗)K̂ψdr =

∫
ψK̂∗F̂ ∗ψ∗dr ⇒

(
K̂F̂

)+

= F̂ K̂.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè îïåðàòîðû êîììóòèðóþò, òî èõ ïðîèçâåäåíèå
ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì.

Îòìåòèì åùå ïîëåçíîå ñâîéñòâî. Åñëè F̂ è K̂ ëèíåéíûå ýðìèòîâû
îïåðàòîðû, òî îïåðàòîðû

Ŝ =
1

2

(
F̂ K̂ + K̂F̂

)
, Ĝ = i

(
F̂ K̂ − K̂F̂

)

òàêæå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ýðìèòîâûìè îïåðàòîðàìè. Â ýòîì ìîæíî
óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé. Åñëè îïåðàòîðû F̂ è K̂ êîììó-
òèðóþò, òî Ŝ = (F̂ K̂ = K̂F̂ , à Ĝ = 0.

Ïðèìåðû.
1. Îïåðàòîðû ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàò

[x̂, ŷ]ψ = x̂ŷψ − ŷx̂ψ = xyψ − yxψ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ýòè îïåðàòîðû êîììóòèðóþò.
2. Îïåðàòîðû ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò èìïóëüñà

[p̂x, p̂y]ψ = −i~
∂

∂x

(
−i~

∂

∂y

)
ψ −

(
−i~

∂

∂y

)(
−i~

∂

∂x

)
ψ =

= −~2 ∂2ψ

∂x∂y
+ ~2 ∂2ψ

∂y∂x
= 0.
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Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò èìïóëüñà êîììóòèðó-
þò.
3. Îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è ñîïðÿæåííîé êîìïîíåíòû èìïóëüñà

[x̂, p̂x]ψ = x

(
−i~

∂

∂x

)
ψ −

(
−i~

∂

∂x

)
xψ = i~ψ 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è ñîïðÿæåííîé êîìïîíåíòû èì-
ïóëüñà íå êîììóòèðóþò. Èõ êîììóòàòîð ðàâåí

[x̂, p̂x] = i~.

Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ñîîòíîøåíèå çàïèñûâàþò òàê [b8]

[r̂i, p̂j] = i~δij, (2.39)

ãäå δij -ñèìâîë Êðîíåêåðà.
4. Îïåðàòîð ìîìåíòà èìïóëüñà. Ìîìåíò èìïóëüñà â êëàññè÷åñêîé ìåõà-
íèêå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

−→
L = [~r × ~p] =

∣∣∣∣∣∣

~ex ~ey ~ez

x y z
px py pz

∣∣∣∣∣∣

Îòñþäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà

L̂ = −i~

∣∣∣∣∣∣

~ex ~ey ~ez

x y z
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∣∣∣∣∣∣
.

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü îïåðàòîðû êîìïîíåíò ìîìåíòà èì-
ïóëüñà. Íàïðèìåð,

L̂x = −i~
(

y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)
.

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü êîììóòàöèîííûå ñâîéñòâà äëÿ êîìïîíåíò ìîìåíòà
èìïóëüñà [

L̂i, L̂j

]
= i~L̂k,

ãäå èíäåêñû i, j, k îáðàçóþò öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó 1,2,3.
Îòìåòèì âàæíîå êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå

[
L̂2, L̂i

]
= 0,
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ãäå L̂2 = L2
x + L2

y + L2
z - îïåðàòîð êâàäðàòà ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà.

Ýòèì ñîîòíîøåíèåì ìû âîñïîëüçóåìñÿ â äàëüíåéøåì.
Îïåðàòîð óãëîâîãî ìîìåíòà óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â ñôåðè÷åñêèõ êî-

îðäèíàòàõ. Íàïðèìåð, íàéäåì âèä îïåðàòîðà ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà
íà îñü z

L̂z = −i~
(

x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
.

Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x, y, z è ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû r, ϑ, ϕ ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèÿìè

x = r sin ϑ cos ϕ,
y = r sin ϑ sin ϕ,

z = cos ϑ.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

r2 = x2 + y2 + z2,
cos ϑ = z

r
,

tgϕ = y
x
.

Òàê êàê, íàïðèìåð, y = y(r, ϑ, ϕ), òî
∂

∂y
=

∂r

∂y

∂

∂r
+

∂ϑ

∂y

∂

∂ϑ
+

∂ϕ

∂y

∂

∂ϕ
.

Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå áóäåò äëÿ ∂
∂x
. Òåïåðü íàäî âû÷èñëèòü ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â ýòè âûðàæåíèÿ. Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ïåðâîå
óðàâíåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì

2r
∂r

∂y
= 2y ⇒ ∂

∂y
=

y

r
= sin ϑ sin ϕ.

Èñïîëüçóÿ âòîðîå óðàâíåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è äèôôåðåíöè-
ðóÿ îáå ÷àñòè åãî ïî ϑ, ïîëó÷èì

− sin ϑ
∂ϑ

∂y
= −zy

r3
⇒ ∂ϑ

∂y
=

cos ϑ sin ϕ

r
.

âû÷èñëèâ âñå íåîáõîäèìûå ïðîèçâîäíûå è ïîäñòàâèâ èõ â âûðàæåíèå äëÿ
îïåðàòîðà, ïîñëå íåñëîæíûõ óïðîùåíèé îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì [b9]

L̂z = −i~
∂

∂ϕ
(2.40)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ äðóãèõ ïðîåêöèé óãëîâîãî
ìîìåíòà

L̂x = i~
(

sin ϕ
∂

∂ϑ
+ ctg ϑ cos ϕ

∂

∂ϕ

)
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L̂y = −i~
(

cos ϕ
∂

∂ϑ
− ctg ϑ sin ϕ

∂

∂ϕ

)

Èñïîëüçóÿ ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì [b10]

L̂2 = L2
x + L2

y + L2
z = −~2

(
1

sin ϑ

∂

∂ϑ

(
sin ϑ

∂

∂ϑ

)
+

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2

)
. (2.41)

Èëè ýòî âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê [b11]

L̂2 = −~2∇2
Ω, (2.42)

ãäå [b12]
∇2

Ω =
1

sin ϑ

∂

∂ϑ

(
sin ϑ

∂

∂ϑ

)
+

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2
(2.43)

óãëîâàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

2.3.2 Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
îïåðàòîðîâ

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå
(2.36), ìîæíî âû÷èñëèòü è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå îò ñðåäíå-
ãî çíà÷åíèÿ. Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà F , êîòîðîé
ñîïîñòàâëåí ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð F̂ . Ïóñòü ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà
ìîæåò ïðèíèìàòü ðÿä çíà÷åíèé, êîòîðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå
ñèìâîëîì F . Òîãäà. ïî îïðåäåëåíèþ, îòêëîíåíèåì äàííîãî çíà÷åíèÿ âå-
ëè÷èíû F îò åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 〈F 〉 âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆F = F − 〈F 〉.
Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð äëÿ âåëè÷èíû ýòîãî îòêëîíåíèÿ

∆̂F = F̂ − 〈F 〉.
Òîãäà êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîå ñðåäíåå äëÿ âåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ áóäåò

〈∆F 〉2 =

∫
ψ∗(∆̂F )2ψdr =

∫
ψ∗∆̂F (∆̂Fψ)dr.

Îïåðàòîð ∆̂F ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, ò.ê. 〈F 〉 åñòü ïðîñòî äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî, à îïåðàòîð F̂ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïî îïðåäåëåíèþ

〈∆F 〉2 =

∫
∆̂Fψ(∆̂F

∗
ψ∗)dr =

∫ ∣∣∣∆̂Fψ
∣∣∣
2

dr.
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Ìîæíî çàäàòü âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ñîñòîÿíèÿ ψ, â êîòîðûõ ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ðàâíî íóëþ, ò.å. 〈∆F 〉2 = 0? Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà F
èìååò îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ? Íà ýòîò âîïðîñ ëåãêî îòâåòèòü, îñíîâûâà-
ÿñü íà ïðåäûäóùåì ðàâåíñòâå. Èìåííî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

∆̂Fψ = 0.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå äëÿ îïåðàòîðà îòêëîíåíèÿ, à òàêæå ïî-
ëàãàÿ. ÷òî â ñîñòîÿíèÿõ ñ îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè 〈F 〉 = F , ïîëó÷èì
îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå [c1]

F̂ψ = Fψ, (2.44)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà F̂ è èç ðåøåíèÿ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ôóíêöèè, îïè-
ñûâàþùèå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà F èìååò îïðåäå-
ëåííûå çíà÷åíèÿ.

Èòàê, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.44) âîçìîæíû òîëüêî ïðè îïðåäåëåííûõ
çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû F . Ýòè îñîáûå çíà÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà F̂ , à ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ψ - ñîáñòâåííûìè
ôóíêöèÿìè. Ñîâîêóïíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà íàçûâàåòñÿ
åãî ñïåêòðîì. Ñïåêòð áûâàåò íåïðåðûâíûì è äèñêðåòíûì. Ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè îáîçíà÷àþò ψF . Åñëè ñïåêòð äèñêðåòíûé F1, F2, ..., òî ïèøóò
ψn, ãäå n - òàê íàçûâàåìûå êâàíòîâûå ÷èñëà, ñìûñë êîòîðûõ âûÿñíèò-
ñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ îïåðàòîðîâ. Ñôîðìóëèðóåì âàæíûé
âûâîä: â ñîñòîÿíèè, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöè-
åé ψF îïåðàòîðà F̂ , ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà F èìååò îïðåäåëåííîå
çíà÷åíèå, ðàâíîå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ýòîãî îïåðàòîðà. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èçìåðåíèè ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, íàõîäÿùåéñÿ â ñî-
ñòîÿíèè ψF ′ , áóäåò äîñòîâåðíî ïîëó÷àòüñÿ çíà÷åíèå F ′.

Åñëè æå ñîñòîÿíèå F îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé ψ íå ñîâïàäà-
þùåé íè ñ îäíîé èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ψF , òî ïðè èçìåðåíèè áóäóò
ïîëó÷àòüñÿ ðàçíûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå, îäíàêî, áóäóò ðàâíû òîìó èëè
èíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé îïåðàòîðà óêàçûâàåò âîçìîæíûå ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé.

Èíîãäà îäíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ îïåðàòîðà F̂ ñîîòâåòñòâóþò
íåñêîëüêî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýòîãî îïåðàòîðà.
Òàêèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè, à ÷èñëî ôóíêöèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, íàçûâàåòñÿ êðàòíî-
ñòüþ âûðîæäåíèÿ.
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10. Äåéñòâèòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýðìèòîâûõ îïå-
ðàòîðîâ. Ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïå-
ðàòîðà âñåãäà äåéñòâèòåëüíûå. Âîçüìåì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (2.44),
ïåðåíåñåì âñå ÷ëåíû â îäíó ñòîðîíó è äîìíîæèì ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåí-
ñòâî ñëåâà íà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèþ ψ∗. Çàòåì âîçüìåì êîì-
ïëåêñíî ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå (2.44) è äîìíîæèì åãî ñëåâà íà ôóíê-
öèþ ψ. Ïîñëå ýòîãî âû÷òåì îäíî óðàâíåíèå èç äðóãîãî è ïðîèíòåãðèðóåì
ïî÷ëåííî ïî âñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ôóíêöèé.

ψ∗
(
F̂ − F

)
ψ = 0

−
ψ

(
F̂ ∗ − F ∗

)
ψ∗ = 0

Ãðóïïèðóÿ è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì

(F ∗ − F )

∫
ψ8ψdr =

∫
ψF̂ ∗ψ∗dr −

∫
ψ∗F̂ψdr.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðà F̂ (ñì. (2.38)), âè-
äèì , ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâíàÿ íóëþ. Òîãäà,

(F ∗ − F )

∫
ψ∗ψdr = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî,
F ∗ = F,

÷òî è äîêàçûâàåò äåéñòâèòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýðìèòîâûõ
îïåðàòîðîâ.

20. Îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì ñíà÷à-
ëà ñëó÷àé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà áåç âûðîæäåíèÿ. Ïóñòü ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ Fn ñîîòâåòñòâóåò âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψn, à ñîáñòâåííîìó çíà-
÷åíèþ Fm - ôóíêöèÿ ψm. Ïðîâåäå ïðîöåäóðó, àíàëîãè÷íóþ ïðîäåëàííîé
âûøå,

ψ∗m
(
F̂ − Fn

)
ψn = 0

−
ψn

(
F̂ ∗ − F ∗

m

)
ψ∗m = 0

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðà F̂ , ïîëó÷èì

(Fn − Fm)

∫
ψ∗mψndr = 0.
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Åñëè m 6= n, òî Fm 6= Fn è, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî áûòü
∫

ψ∗mψndr = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè ψm è ψn îðòîãîíàëüíû, êîãäà îíè îòíîñÿòñÿ ê
ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Åñëè æå n = m, ò.å. Fn − Fn = 0, òî
èíòåãðàë íå ðàâåí íóëþ è ìû ïîëó÷àåì óñëîâèå íîðìèðîâêè

∫
|ψn|2dr = 1.

Îòñþäà ñëåäóåò âûâîä, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòî-
ðîâ, èìåþùèõ äèñêðåòíûé ñïåêòð. îáðàçóþò ñèñòåìó îðòîíîðìèðîâàí-
íûõ ôóíêöèé, ò.å. [c2] ∫

ψ∗mψndr = δmn. (2.45)

Èç ïðîâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âîëíîâûå ôóíêöèè îïåðàòî-
ðîâ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì âñåãäà ìîæíî íîðìèðîâàòü. Ýòî ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòèöà âñåãäà íàõîäèòñÿ â îãðàíè-
÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà.

30. Ïîëíîòà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðîâ. Ïóñòü
ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà F íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ψ, êîòîðîå íå ñîâïàäàåò
íè ñ îäíèì ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèåì ψn. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçè-
öèè, ìû ìîæåì ýòî ñîñòîÿíèå ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ψn [c0]

ψ =
∑

n

anψn, (2.46)

ãäå an - êîýôôèöèåíòû. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ äîëæíà áûòü íîðìèðóåìîé.
Â îáùåì ñëó÷àå óñëîâèå íîðìèðîâêè çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∫
ψ∗ψdr =

∫ (∑
n

anψn

)∗ ∑
m

amψmdr = 1

Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàöèé ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ìû ìîæåì
ìåíÿòü èõ ìåñòàìè, òîãäà

∫
ψ∗ψdr =

∑
n

∑
m

(∫
a∗nψ∗namψmdr

)
= 1

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòî-
ðà, ïîëó÷èì [c3] ∫

ψ∗ψdr =
∑

n

| an|2 = 1. (2.47)
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Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàþò óñëîâèåì ïîëíîòû ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé ψn.Êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëå [c4]

an =

∫
ψ∗nψdr, (2.48)

÷òî ëåãêî ïîëó÷èòü èç ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ψ â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì.

Âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû F â ñîñòîÿíèè ψ. Èñïîëüçóÿ
ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ψ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà F̂ , à òàêæå
òî, ÷òî F̂ψn = Fnψn, è ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì

〈F 〉 =

∫
ψ∗F̂ψdr =

∑
n

Fn| an|2.

Îòñþäà ñëåäóåò ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ: |an|2
åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû
F â ñîñòîÿíèè ψ, ìû ïîëó÷èì çíà÷åíèå Fn.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé (èëè çàìêíóòîé). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ äðóãàÿ ôóíêöèÿ ψ,
çàâèñÿùàÿ îò òåõ æå ïåðåìåííûõ è óäîâëåòâîðÿþùàÿ òåì æå ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì è äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

∫
|ψ|2dr 6= ∞

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðÿäà (2.46), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.48). Òàêîå ðàçëîæåíèå âïîëíå àíàëîãè÷íî
èçâåñòíîìó ðàçëîæåíèþ ôóíêöèé â ðÿäû Ôóðüå.

40. Ñëó÷àé âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé. Ïðè íàëè÷èè âûðîæäåíèÿ
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψnl îïåðàòîðà F̂ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

F̂ψnl = Fnψnl,

ãäå èíäåêñ l íóìåðóåò ðàçëè÷íûå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è
òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ Fn. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ò.å. ïðè n 6= m âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îðòîãîíàëü-
íîñòè ∫

ψ∗mkψnldr = 0.

Îäíàêî, ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, ôóíêöèè ψn0, ψn1, ..., ψnf (f - êðàò-
íîñòü âûðîæäåíèÿ), ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ Fn, íåîð-
òîãîíàëüíû. Ïîêàæåì íà ïðèìåðå äâóêðàòíîãî âûðîæäåíèÿ, ÷òî òàêèå
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ôóíêöèè âñåãäà ìîæíî îðòîãîíàëèçîâàòü. Ïóñòü ψn1 è ψn2 ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè îïåðàòîðà F̂ , ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ Fn. Ââå-
äåì äâå äðóãèå ôóíêöèè

ϕ1 = ψn1, ϕ2 = a(ψn1 + bψn2),

ãäå a è b - íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ϕ2 ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé äëÿ îïåðàòîðà F̂ . Âûáåðåì ÷èñëî b òàê,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

∫
ϕ∗1ϕ2dr = 0,

ò.å.
a

∫
ψ∗n1(ψn1 + bψn2)dr = 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∫

ψ∗n1ψn1dr = 1, ïîëó÷èì

b = −
(∫

ψ∗n1ψn2dr

)−1

.

Êîýôôèöèåíò a ïîëó÷èì èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ôóíêöèè ϕ2, a =
± (3 + |b|2)−1.

50. Íåïðåðûâíûé ñïåêòð îïåðàòîðà. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà íåëüçÿ ïåðåíóìåðî-
âàòü. Áîëåå òîãî, ôóíêöèè ψF íåâîçìîæíî íîðìèðîâàòü îáû÷íûì îáðà-
çîì, ò.ê. èíòåãðàë îò êâàäðàòà ìîäóëÿ ýòèõ ôóíêöèé ðàñõîäèòñÿ. Ïðèâå-
äåì ïðèìåð îïåðàòîðà ïðîåêöèè èìïóëüñà p̂x = −i~∂/∂x.

−i~
∂ψp

∂x
= pxψp.

Ýòî óðàâíåíèå ýëåìåíòàðíî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ
(ìåòîäîì Ôóðüå) è â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïå-
ðàòîðà ïðîåêöèè èìïóëüñà

ψp = A ei px
~ x.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå äëÿ ëþ-
áûõ äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé px. Ñëåäîâàòåëüíî ìû èìååì
íåïðåðûâíûé ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðîåêöèè îïåðàòîðà èìïóëü-
ñà −∞ < x < ∞. Ãîâîðÿò , ÷òî ñèñòåìà (÷àñòèöà) íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
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ñïëîøíîãî ñïåêòðà. Ôóíêöèÿ ψp îïèñûâàåò äâèæåíèå ÷àñòèöû ñ îïðåäå-
ëåííûì çíà÷åíèåì èìïóëüñà px âäîëü îñè x. Ïîïûòêà íîðìèðîâêè ýòîé
ôóíêöèè ïðèâåäåò íàñ ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó

∞∫

−∞

|ψp|2dx →∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè ψp íå ìîãóò áûòü íîðìèðîâàíû îáû÷íûì îáðà-
çîì.

Ìåòîä Áîðíà íîðìèðîâêè âîëíîâûõ ôóíêöèé ñ íåïðåðûâ-
íûì ñïåêòðîì.Ìåòîä Áîðíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû íàêëàäûâàåì íà ñè-
ñòåìó èñêóññòâåííûå ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíê-
öèè ψp ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñ íåêîòîðûì ïåðèîäîì L. ò.å.

ψp(x) = ψp(x + L).

Ïîäñòàâèâ ñþäà ÿâíûé âèä ôóíêöèè ψp, ïîëó÷èì

A ei px
~ x = A ei px

~ x ei px
~ L.

Îòñþäà ïîëó÷èì
ei px

~ L = 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
px

~
L = 2πn ⇒ px

~
=

2πn

L
,

ãäå n - ëþáîå öåëîå ÷èñëî (n ∈ Z). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ
ãäå-òî íà îòðåçêå −L/2 6 x 6 L/2, òîãäà

L/2∫

−L/2

|ψ|2dx = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

A2

L/2∫

−L/2

dx = 1 ⇒ A2 · L = 1 ⇒ A =
1√
L

.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè íîðìèðîâàííûå ôóíêöèè

ψn =
1√
L

exp

(
i
2πn

L
x

)
.
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Ââîäÿ èñêóññòâåííóþ ïåðèîäè÷íîñòü, ìû äåëàåì ñïåêòð äèñêðåòíûì.
Îäíàêî, âû÷èñëÿÿ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû â ñîñòîÿíèè ψn, â êîíå÷-
íîì ðåçóëüòàòå ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó L →∞. Âû÷èñëèì, íàïðèìåð,
〈p〉

〈px〉 =

L/2∫

−L/2

ψ∗n

(
−i~

∂

∂x

)
ψndx =

1

L

L/2∫

−L/2

(−i~)i
2πn

L
dx = ~

2πn

L
= px.

Íîðìèðîâêà íà δ - ôóíêöèþ (ìåòîä Äèðàêà). Ïðåæäå äàäèì
îïðåäåëåíèå è ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà δ-ôóíêöèè. Ïî îïðåäåëå-
íèþ ôóíêöèÿ δ(x) ðàâíà íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè
x = 0, ãäå îíà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Èíòåãðàë îò ýòîé ôóíêöèè
ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó ðàâåí åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå δ-
ôóíêöèè äàåòñÿ ðàâåíñòâàìè

δ(x) = 0, x 6= 0,

∞∫
−∞

δ(x)dx = 1.

Ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé ôóíêöèåé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíê-
öèÿ âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé òî÷êè, ðàâíà íóëþ, òî èíòåãðàë îò
òàêîé ôóíêöèè äîëæåí òàêæå áûòü ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó δ-ôóíêöèÿ îò-
íîñèòñÿ ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Åå èíîãäà íà-
çûâàþò èìïóëüñíîé ôóíêöèåé. Ñ íåêîòîðûì àíàëîãîì òàêîé ôóíêöèè
ìû âñòðå÷àëèñü ïðè ðàññìîòðåíèè âîëíîâûõ ïàêåòîâ. Åñëè â ôîðìóëå
(1.30) óñòðåìèòü ∆k →∞, òî ìû ïîëó÷èì èñòèííóþ δ-ôóíêöèþ

δ(x) =

∞∫

−∞

ei(kx−ωt)dk.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå δ-ôóíêöèè ìû èñïîëüçóåì â äàëüíåéøåì.
Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà δ-ôóíêöèè

∞∫

−∞

f(x)δ(x− a)dx = f(a).

xδ(x) = 0.

δ(−x) = δ(x).
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δ(ax) =
1

|a|δ(x).

δ(x2 − a2) =
1

2|a| [δ(x− a) + δ(x + a)].

∞∫

−∞

δ(x− a)δ(x− b)dx = δ(a− b).

δ(ϕ(x)) =
∑

n

δ(x− xn)[
dϕ
dx

∣∣
x=xn

] ,

ãäå xn ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè êîðíÿìè óðàâíåíèÿ ϕ(x) = 0.
Íà îñíîâàíèè ýòèõ ñâîéñòâ èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî δ-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿ-

åòñÿ íå çàäàíèåì åå âåëè÷èíû äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà (êàê ýòî èìå-
åò ìåñòî äëÿ îáû÷íûõ ôóíêöèé), à çàäàíèåì ïðàâèëà èíòåãðèðîâàíèÿ åå
ïðîèçâåäåíèé ñ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Åùå îäíèì ïðåäñòàâëåíèåì
δ-ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

δ(x) = lim
k→∞

sin(kx)

πx
.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x = 0 ïîëó÷èì

δ(0) = lim
k→∞

k

π
→∞.

Èíòåãðàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì
∞∫

−∞

δ(x)dx = lim
k→∞

1

π

k∫

−k

sin t

t
dt = 1,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå t = kx è èñïîëüçîâàíî, ÷òî
∞∫

−∞

sin t

t
dt = π.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òàêóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ

1

2π

∞∫

−∞

eikxdk = lim
L→∞

L∫

−L

eikxdk = lim
L→∞

sin(xL)

πL
= δ(x).
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Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî [c6]

1

2π

∞∫

−∞

eikxdk = δ(x). (2.49)

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê âîïðîñó íîðìèðîâêè. Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé ψF (r) îïåðàòîðà F̂ îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé è â ñëó-
÷àå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Â ýòîì ñëó÷àå ìû òàêæå ìîæåì ðàçëîæèòü
ëþáóþ ôóíêöèþ ψ(r) òåõ æå ïåðåìåííûõ ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé. Òîëüêî òåïåðü âìåñòî ñóììû ìû äîëæíû ïèñàòü èíòåãðàë (àíàëîã
èíòåãðàëà Ôóðüå), ò.å.

ψ =

∫
aF ψF (r)dF,

ãäå aF - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ. Àíàëîãè÷íî ñîñòîÿíèÿì ñ äèñêðåò-
íûì ñïåêòðîì âåëè÷èíà |aF |2dF îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñî-
ñòîÿíèè ψ(r) âåëè÷èíà F áóäåò èìåòü çíà÷åíèå â èíòåðâàëå (F, F + dF ).

Óñëîâèå ïîëíîòû ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ψF (r) âûðàæàåòñÿ
ðàâåíñòâîì ∫

(r)

ψ∗(r)ψ(r)dr =

∫

(F )

a∗F aF dF = 1.

Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ ψ∗ â âèäå ðàçëîæåíèÿ

ψ∗ =

∫

(F )

a∗F ψ∗F dF

â ëåâûé èíòåãðàë ýòîãî ðàâåíñòâà, òîãäà áóäåì èìåòü

∫

(r)




∫

(F )

a∗F ψ∗F dF


 ψ(r)dr =

∫

(F )

a∗F




∫

(r)

ψ∗F (r)ψ(r)dr


 dF.

Ñîñòàâèì ðàçíîñòü ïðàâîãî èíòåãðàëà ýòîãî ðàâåíñòâà è ïðàâîãî èíòå-
ãðàëà ðàâåíñòâà, âûðàæàþùåãî óñëîâèå ïîëíîòû, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
íîëü, ò.ê. ëåâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ ðàâíû ìåæäó ñîáîé

∫

(F )

a∗F




∫

(r)

ψ∗F (r)ψ(r)dr − aF


 dF = 0.
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Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà íåîáõîäèìî ñîáëþäåíèÿ óñëîâèÿ

aF =

∫

(r)

ψ∗F (r)ψ(r)dr,

êîòîðîå àíàëîãè÷íî ïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ â
ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà (2.48). Äàëåå, çàìåíèì ôóíêöèþ ψ(r) åå ðàç-
ëîæåíèåì, òîãäà ïîëó÷èì

aF =

∫

(r)




∫

(F )

aF ′ψF ′dF ′


 ψ∗F dr =

∫

(F )

aF ′




∫

(r)

ψF ′ψ
∗
F dr


 dF ′.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿëîñü äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé êîýô-
ôèöèåíòîâ aF íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ [c5]

∫

(r)

ψF ′ψ
∗
F dr = δ(F ′ − F ), (2.50)

ãäå δ(F ′ − F ) òàê íàçûâàåìàÿ δ-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Åñëè ïîòðåáîâàòü âû-
ïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ, òî ìû ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå δ-ôóíêöèè

∫

(F )

aF ′δ(F
′ − F )dF ′ = aF .

Óñëîâèå (2.50) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà. Ýòî
óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü èíòåðïðåòàöèè âåëè÷èíû |aF |2dF êàê
âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû F â èíòåðâàëå (F, F +dF ).
Èç (2.50) ñëåäóåò, ÷òî ïðè F 6= F ′ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îðòîãîíàëüíû,
à ïðè F = F ′ èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

Íîðìèðóåì íà δ-ôóíêöèþ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψp = A exp(i p
~x) îïå-

ðàòîðà ïðîåêöèè èìïóëüñà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî (2.50), èìååò ìå-
ñòî ðàâåíñòâî

∞∫

−∞

ψp′ψ
∗
pdx = δ(p′ − p).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò æå èíòåãðàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
∞∫

−∞

ψp′ψ
∗
pdx = A2

∞∫

−∞

ei p′
~ xe−i p

~xdx = A2

∞∫

−∞

ei p′−p
~ xdx = A22π~δ(p′ − p).
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Ñðàâíèâàÿ ëåâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì

A22π~ = 1 ⇒ A =
1√
2π~

.

Òàêèì îáðàçîì, íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà ïðîåê-
öèè èìïóëüñà èìåþò âèä

ψp =
1√
2π~

exp
(
i
p

~
x
)

.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî åñëè îïåðàòîð èìååò è äèñêðåòíûé è
íåïðåðûâíûé ñïåêòð, òî âîëíîâóþ ôóíêöèþ, îïèñûâàþùóþ ñîñòîÿíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé åìó ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, ìîæíî ðàñêëàäûâàòü ïî
ïîëíîé ñèñòåìå ôóíêöèé ñëåäóþùèì îáðàçîì

ψ(r) =
∑

n

anψn(r) +

∫
aF ψF dF.

Ïðè ýòîì äîëæíî ñîáëþäàòüñÿ óñëîâèå ïîëíîòû ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé îïåðàòîðà

∑
n

|an|2 +

∫
|aF |2dF = 1.

Ïðèìåðû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðîâ.
1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà íà îñü z (2.40). Óðàâ-
íåíèå íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìååò âèä

−i~
∂ψ

∂ϕ
= Lzψ(ϕ).

Óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ ϕ ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 0 6 ϕ 6 2π. Îòñþäà ñëåäóåò
âàæíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå - ôóíêöèÿ ψ(ϕ) äîëæíà áûòü ïåðèîäè÷åñêîé ñ
ïåðèîäîì 2π. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà è ìû ïîëó÷àåì

ψ(ϕ) = A exp

(
i
Lz

~
ϕ

)

è èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå, ïîëó÷èì

exp

(
i
Lz

~
2π

)
= 1.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
2π

Lz

~
= 2πm
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èëè
Lz = m~,

ãäå m ∈ Z. Ïðîâåäÿ íîðìèðîâêó, ïîëó÷èì A = 1√
2π
, ñëåäîâàòåëüíî [c7]

ψm(ϕ) =
1√
2π

eimϕ. (2.51)

×èñëà m íàçûâàþòñÿ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè. Â äàííîì ñëó÷àå îíè îïðå-
äåëÿþò âåëè÷èíó ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà íà îñü z. Òàêèì îáðàçîì,
çàäàâàÿ êâàíòîâîå ÷èñëî, ìû çàäàåì çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû â
äàííîì ñîñòîÿíèè. Ñ ôóíêöèÿìè (2.51) ìû âñòðåòèìñÿ ïðè ðàññìîòðå-
íèè çàäà÷ î êâàíòîâîì ðîòàòîðå è àòîìå âîäîðîäà
2. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êâàäðàòà îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà. Èñïîëü-
çóÿ (2.42) è (2.43) ìîæíî âûïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà. Ìû
îòëîæèì ïîäðîáíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äî ðàçäåëà "Òåîðèÿ óãëîâîãî
ìîìåíòà". Çäåñü îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âûðàæàþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì

L2 = ~l(l + 1),

ãäå l = 0, 1, 2, .... íàçûâàåòñÿ îðáèòàëüíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì. Áîëåå ïî-
äðîáíî ìû ïîãîâîðèì îá ýòîì ïðè ðàññìîòðåíèè àòîìà âîäîðîäà.

2.4 Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé
2.4.1 Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íåñêîëüêî ôèçè÷åñêèõ

âåëè÷èí ìîãóò èìåòü îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ â
îäíîì ñîñòîÿíèè

Èç ïðåäûäóùåãî èçëîæåíèÿ ïîíÿòíî, ÷òî åñëè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåêî-
òîðîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòî-
ðà F̂ , òî â ýòîì ñîñòîÿíèè ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà F èìååò îïðåäåëåííîå
çíà÷åíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ
ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé íåñêîëüêèõ îïå-
ðàòîðîâ, òî â ýòîì ñîñòîÿíèè èìåþò îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ âñå ôèçè÷å-
ñêèå âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì îïåðàòîðàì.

Ïóñòü åñòü äâå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû F è M , êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò
îïåðàòîðû F̂ è M̂ . Ïóñòü âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé äëÿ
îáîèõ ýòèõ îïåðàòîðîâ, ò.å. èìåþò ìåñòî óðàâíåíèÿ

F̂ψ = Fψ

M̂ψ = Mψ
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Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì M̂ ñëåâà íà ïåðâîå óðàâíåíèå, à îïåðàòîðîì F̂
- ñîîòâåòñòâåííî, íà âòîðîå. Ïîñëå ýòîãî âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèå
âòîðîå, òîãäà ïîëó÷èì

M̂F̂ψ − F̂ M̂ψ = FM̂ψ −MF̂ψ = (FM −MF )ψ = 0.

Îòñþäà âûòåêàåò òðåáóåìîå óñëîâèå
[
F̂ , M̂

]
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ìîãëè èìåòü îä-
íîâðåìåííî îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ â îäíîì ñîñòîÿíèè, îïåðàòîðû ýòèõ
âåëè÷èí äîëæíû êîììóòèðîâàòü.

2.4.2 Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé Ãåéçåíáåðãà
Óñòàíîâèì íåðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ äâóõ ýðìèòîâûõ
îïåðàòîðîâ F̂ è M̂ . Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì ñëåäóþùåå

〈F̂ F̂+〉 =

∫
ψ∗F̂ F̂+ψdr =

∫ (
F̂+ψ

)∗
F̂+ψdr =

∫ ∣∣∣F̂+ψ
∣∣∣
2

dr > 0.

Äàëåå, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
(
iF̂

)+

= −iF̂+.

Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðíîãî ñîïðÿæå-
íÿ ∫

φ∗F̂ψdr =

∫
ψ(F̂+φ)∗dr

ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ìíèìóþ åäèíèöó i, ñëåäóåò, ÷òî
∫

φ∗iF̂ψdr =

∫
ψ(−iF̂+φ)∗dr.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ îïåðàòîðà iF̂ ïî îïðåäåëåíèþ èìååì
∫

φ∗iF̂ψdr =

∫
ψ((iF̂ )+φ)∗dr.

Èç ñðàâíåíèÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé ýòèõ ðàâåíñòâ âûòåêàåò òðåáóåìîå
ñîîòíîøåíèå. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå èìååì ñëåäóþùåå

(
F̂ + iM̂

)+

= F̂+ − iM̂+.
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Åñëè îïåðàòîðû F̂ è M̂ ñàìîñîïðÿæåííûå, òî ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðà-
òîðîì ÿâëÿåòñÿ òàêæå ëþáàÿ èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, íàïðèìåð, òàêàÿ

F̂ + iλM̂,

ãäå λ ìû ïîëàãàåì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Òîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî

〈
(
F̂ + iλM̂

)(
F̂ + iλM̂

)+

〉 > 0.

Îòñþäà ïîëó÷èì
〈(

F̂ + iλM̂
)(

F̂+ − iλM̂+
)〉

=

= 〈F̂ 2〉+ λ2〈M̂2〉 − iλ〈F̂ M̂ − M̂F̂ 〉 > 0.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî ñðåäíåå îò êîììóòàòîðà åñòü ÷èñòî
ìíèìàÿ âåëè÷èíà, èíà÷å ñðåäíåå çíà÷åíèå ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà
íå áóäåò äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì, ÷òî íåäîïóñòèìî. Ðàññìàòðèâàÿ ýòî
íåðàâåíñòâî êàê êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî λ, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ìèíè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷åíèè

λ =
i

2

〈F̂ M̂ − M̂F̂ 〉
〈M̂2〉

.

Ñàìî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ðàâíî

〈F̂ 2〉+
1

4

〈(
F̂ M̂ − M̂F̂

)2
〉

〈M̂2〉
> 0

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

〈F̂ 2〉〈M̂2〉 > −1

4

〈(
F̂ M̂ − M̂F̂

)2
〉

.

Çàìåíèì òåïåðü îïåðàòîðû îïåðàòîðàìè èõ îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíèõ çíà-
÷åíèé, ò.å.

F̂ ⇒ ∆F̂ = F̂ − 〈F̂ 〉 è, ñîîòâåòñòâåííî, M̂ ⇒ ∆M̂ = M̂ − 〈M̂〉

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

〈∆F̂ 〉〈∆M̂〉 − 〈∆M̂〉〈∆F̂ 〉 = F̂ M̂ − M̂F̂ .
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Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âñåãäà âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî [c8]

〈∆F̂ 2〉〈∆M̂2〉 > −1

4

〈(
F̂ M̂ − M̂F̂

)2
〉

. (2.52)

Ýòî è åñòü çíàìåíèòîå íåðàâåíñòâî, óñòàíàâëèâàþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæ-
äó ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè äâóõ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà âîçüìåì äâà îïåðàòîðà x̂ è p̂x, êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó
êîòîðûìè áûëî óñòàíîâëåíî âûøå (2.39). Ïîäñòàâèâ åãî â (2.52), ïîëó÷èì
ïîñëå èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ [c9]

∆x∆px > ~
4
. (2.53)

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå êîîðäèíàòà x è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîåêöèÿ èì-
ïóëüñà íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè âåëè÷èíàìè. Îïåðàòî-
ðû, ñîîòâåòñòâóþùèå êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûì âåëè÷èíàì íå êîììó-
òèðóþò ìåæäó ñîáîé. Òàêèì âåëè÷èíàìè, ïîìèìî x è px, ÿâëÿþòñÿ àçè-
ìóòàëüíûé óãîë ϕ è ïðîåêöèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà íà îñü z, ò.å. Lz, à òàêæå
âðåìÿ t è ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äàííîãî ñîñòîÿíèÿ
êâàíòîâîé ñèñòåìû ýòè âåëè÷èíû íå ìîãóò îäíîâðåìåííî èìåòü îïðå-
äåëåííûå çíà÷åíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî èçìåðåíèå ïðèíöèïèàëüíî íå ìîæåò
äàòü, íàïðèìåð, îïðåäåëåííûå êîîðäèíàòó è èìïóëüñ ÷àñòèöû. Èç (2.52)
ñëåäóåò, ÷òî ÷åì òî÷íåå èçìåðÿåòñÿ îäíà èç âåëè÷èí, òåì ìåíåå îïðåäå-
ëåííûì ñòàíîâèòñÿ çíà÷åíèå äðóãîé, è íàîáîðîò.

Ïðèíöèï äîïîëíèòåëüíîñòè Áîðà. Ñîãëàñíî Í. Áîðó, êàæäàÿ ôè-
çè÷åñêàÿ âåëè÷èíà âìåñòå ñî ñâîåé êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííîé îáðàçóåò
ïàðó äîïîëíèòåëüíûõ âåëè÷èí. Â ëþáîì ñîñòîÿíèè îïðåäåëåííîå çíà÷å-
íèå ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíà èç íèõ, ëèáî æå îíè îáå íå èìåþò îïðåäå-
ëåííûõ çíà÷åíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì Áîð ñôîðìóëèðîâàë ïðèíöèï äîïîëíè-
òåëüíîñòè, ñîãëàñíî êîòîðîìó îïèñàíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â êâàíòîâîé
ìåõàíèêå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà âçàèìíî èñêëþ÷àþùèõ êëàññà, êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè äðóã ê äðóãó â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ ñîâîêóï-
íîñòü ìîãëà áû äàòü â êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè ïîëíîå îïèñàíèå ñèñòå-
ìû.

71



Ãëàâà 3

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà äëÿ ïðîñòûõ
ñèñòåì

3.1 Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâûõ ñè-
ñòåì.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîòåíöè-
àëüíàÿ ýíåðãèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè. Âûïèøåì
ïîëíîå (èëè âðåìåííîå) óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (2.22) [shred121]

i~
∂ψ(r, t)

∂t
= Ĥψ(r, t), (3.1)

ãäå Ĥ - îïåðàòîð ýíåðãèè êâàíòîâîé ñèñòåìû (ãàìèëüòîíèàí), ~ = h/2π
- ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, ψ - âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé âðåìåíè t è ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, ñîâîêóïíîñòü êîòî-
ðûõ ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç r.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû H, êîòîðóþ íàçûâàþò ôóíêöèåé Ãàìèëüòî-
íà, åñòü ñóììà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Äëÿ îäíîé ÷à-
ñòèöû ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H = p2

2m
+ U(r, t). Åñëè â ýòîì âûðàæåíèè

ïåðåéòè ê îïåðàòîðàì ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí (ò.å. ïðîèçâåñòè ïðîöå-
äóðó êâàíòîâàíèÿ), òî ìû ïîëó÷èì îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà èëè ãàìèëü-
òîíèàí, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñóììó îïåðàòîðîâ êèíåòè÷åñêîé è ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Äëÿ îäíîé ÷àñòèöû ìàññû m, äâèæóùåéñÿ â ïîëå
ïîòåíöèàëüíûõ ñèë U(r, t) ýòîò îïåðàòîð èìååò âèä [H1]

Ĥ = − ~
2

2m
∆ + U(r, t), (3.2)
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ãäå ∆ - îïåðàòîð Ëàïëàñà1. Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ.

Âàæíûì êëàññîì êâàíòîâûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ
ãàìèëüòîíèàí Ĥ ÿâíî íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ýòî, êàê âèäíî èç âûðà-
æåíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (3.2), îçíà÷àåò, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
ñèñòåìû U(r) ÿâíî íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì
âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûì ìåòîäîì Ôóðüå äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé - ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ñîãëàñíî ýòîìó
ìåòîäó, âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ(r, t) ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ôóíêöèé, îäíà èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè, à äðóãàÿ - òîëüêî
îò êîîðäèíàò

ψ(r, t) = χ(t)ϕ(r).

Ïîäñòàâèâ ýòîò âèä ôóíêöèè ψ â óðàâíåíèå (3.1) è ó÷òÿ, ÷òî îïåðàòîð
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ∂/∂t äåéñòâóåò òîëüêî íà ôóíêöèþ χ(t),
à îïåðàòîð Ĥ - òîëüêî íà ôóíêöèþ ϕ, è, çàòåì, ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ íà ôóíêöèþ ψ, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

i~
1

χ

∂χ

∂t
=

1

ϕ
Ĥϕ.

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè, à ïðàâàÿ - òîëü-
êî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ðàâåíñòâî âîç-
ìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâíû îäíîé è òîé
æå êîíñòàíòå. Îáîçíà÷èì ýòó êîíñòàíòó ÷åðåç E. Òîãäà äëÿ ëåâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà ïîëó÷èì óðàâíåíèå

i~
1

χ

∂χ

∂t
= E.

Åãî ðåøåíèÿ íàõîäÿòñÿ áåç òðóäà [1chi1]

χ(t) = A exp

(
−i

E

~
t

)
, (3.3)

ãäå A - íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò.
Ðåøåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ϕ íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ [statShr]

Ĥϕ(r) = Eϕ(r), (3.4)
1Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð Ëàïëàñà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò ñëåäó-

þùèé âèä
∆ ≡ ∇2 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
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êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà è ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà
Ĥ. Åñëè ìû ðåøèì ýòî óðàâíåíèå, òî íàéäåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ϕ(r)

îïåðàòîðà Ĥ. Êîíêðåòíûé âèä ýòèõ ôóíêöèé çàâèñèò îò âèäà ïîòåíöèàëà
U(r). Ïîëíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé
ñèñòåìû âûðàæàåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ñëåäóþùèì îáðàçîì [polpsi]

ψ(r, t) = Aϕ(r) exp

(
−i

E

~
t

)
. (3.5)

Êàê âèäíî, ïîëíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (3.5) ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ
êâàíòîâîé ñèñòåìû çàâèñèò îò âðåìåíè. Ýòà çàâèñèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ
òàê íàçûâàåìûì ôàçîâûì ìíîæèòåëåì exp(−iEt/~), êîòîðûé, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó Ýéëåðà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

exp

(
−i

E

~
t

)
= cos

(
E

~
t

)
− i sin

(
E

~
t

)
,

ò.å. çàâèñèò îò âðåìåíè ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, ïðè÷åì çíà÷åíèå E ñî-
îòâåòñòâóåò ýíåðãèè äàííîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Îäíàêî,
ïðè âû÷èñëåíèè êâàäðàòà ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè, ôàçîâûé ìíîæè-
òåëü exp

(−iE
~ t

)
âûïàäàåò èç ðàññìîòðåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

|ψ(r, t)|2 = ψ∗(r, t)ψ(r, t) = A2ϕ2.

Êàê ìû íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëè, èìåííî êâàäðàò ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíê-
öèè èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë - ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ ñèñòåìû â çàäàííîì ñîñòîÿíèè. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôàçîâûé ìíîæèòåëü íå âëèÿåò íà ýòó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè. Îòñþäà
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà
ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ. Ýòî ýêâèâàëåíòíî
òîìó, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî
àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé.

Îáîáùàÿ âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå
âûâîäû
1. Çàâèñèìîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè ψ(ξ, t) îò âðåìåíè â ñòàöèîíàðíîì ñî-
ñòîÿíèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ýíåðãèè. Ðàçëîæåíèå ôóíê-
öèè ψ ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíèàíà â ñòàöèîíàðíîì
ñîñòîÿíèè èìååò âèä

ψ(ξ, t) =
∑

n

anψn(ξ)e−i En
~ t
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â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, è

ψ(ξ, t) =

∫
aEψE(ξ)e−i E

~ tdE

â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæå-
íèÿ an è aE îò âðåìåíè íå çàâèñÿò.
2. Â ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (2.26) è ïëîòíîñòü
òîêà âåðîÿòíîñòè (2.27) íå çàâèñÿò îò âðåìåíè.
3. Â ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè-
÷èíû, îïåðàòîð êîòîðîé ÿâíî îò âðåìåíè íå çàâèñèò, ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé
âåëè÷èíîé

〈F 〉 =

∫
ψ∗(ξ, t)F̂ψ(ξ, t)dξ = const.

Ñàìè ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ìîãóò èìåòü îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ â
ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èõ îïåðàòîð
êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì.

3.2 Òóííåëüíûé ýôôåêò.
3.2.1 Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå. Ôîðìóëà Ãà-

ìîâà.
Êàê ìû âèäåëè (ñì. (2.23)), êâàíòîâî - ìåõàíè÷åñêîå îïèñàíèå ïåðåõîäèò
â êëàññè÷åñêîå ïðè óñëîâèè ~ → 0. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äåáðîé-
ëåâñêàÿ äëèíà âîëíû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, äåáðîéëåâñêàÿ
äëèíà âîëíû λ = h/p → 0 ïðè h → 0. Äëèíà âîëíû áóäåò òàêæå ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ïðè óñëîâèè p = mv → ∞. Ïðè ýòîì óñëîâèè ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ êâàçèêëàññè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: (1) ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå
(ðèñ. 3.1À); (2) ÷àñòèöà íàëåòàåò íà ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð (ðèñ. 3.1Á).
Âîëíîâóþ ôóíêöèþ ÷àñòèöû îáîçíà÷èì ψ(x). Ïóñòü ÷àñòèöà îáëàäàåò
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U(x), à åå ïîëíóþ ýíåðãèþ îáîçíà÷èì E. Òîãäà,
ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, E = p2/2m + U(x). Îòñþäà âûðàçèì
èìïóëüñ ÷àñòèöû [imp]

p(x) = ±
√

2m[E − U(x)]. (3.6)
Èç (3.6) âèäíî, ÷òî åñëè E < U(x), òî âåëè÷èíà èìïóëüñà p(x) ñòàíîâèò-
ñÿ ìíèìîé âåëè÷èíîé. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, ãäå âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî E < U(x), ñ êëàññè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
íåäîñòóïíûìè äëÿ ÷àñòèöû.
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Ðèñ. 3.1: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ(x) ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â ïîòåí-
öèàëüíîé ÿìå U(x) (À) è ÷àñòèöû, íàëåòàþùåé íà ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð U(x) (Á). Êîîðäèíàòû
x1 è x2 íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ïîâîðîòà è ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèþ U(x1) = U(x2) = E, ãäå E
- ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû. Ïðè ïðèáëèæåíèè ê ýòèì òî÷êàì èìïóëüñ ÷àñòèöû p → 0, äëèíà
äåáðîéëåâñêîé âîëíû λ → ∞. Â îáëàñòÿõ x < x1 è x > x2, ãäå E < U(x), âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ(x)
çàòóõàåò.

Åñëè äåáðîéëåâñêàÿ äëèíà âîëíû ÷àñòèöû ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ õà-
ðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè êëàññè÷åñêè äîñòóïíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà è
åñëè U(x) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïëàâíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò, òî äâè-
æåíèå ýòîé ÷àñòèöû â êëàññè÷åñêè äîñòóïíîé îáëàñòè ìîæíî îïèñàòü
êâàçèêëàññè÷åñêè. Êðèòåðèé ïëàâíîñòè èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè U(x) ÷àñòèöû ìû óñòàíîâèì íèæå. Îòìåòèì, ÷òî â òåõ òî÷êàõ ïðî-
ñòðàíñòâà, ãäå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå E ≈ U(x), ñîãëàñíî (3.6), èìïóëüñ
÷àñòèöû áëèçîê ê íóëþ, à äåáðîéëåâñêàÿ äëèíà âîëíû ñòðåìèòñÿ ê áåñ-
êîíå÷íîñòè λ → ∞. Âáëèçè ýòèõ òî÷åê, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè
ïîâîðîòà, êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå íå ïðèìåíèìî.

Èäåÿ ìåòîäà êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå îäíîìåðíîå óðàâíåíèåØðåäèíãåðà äëÿ ÷àñòè-
öû, äâèæóùåéñÿ â ïîòåíöèàëå U(x) [Shred1]

(
− ~

2

2m

∂2

∂x2
+ U(x)

)
ψ(x) = Eψ(x) (3.7)

Ïðåäñòàâèì èñêîìîå ðåøåíèå äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè â âèäå [insert]

ψ = exp

{
i

~

∫
p(x)dx

}
. (3.8)
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Çàìåòèì, ÷òî
∫

p(x)dx = S (ñì. (2.19)). Ïîäñòàâèì (3.8) â óðàâíåíèå (3.7),
òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå [class]

p2

2m
+ U(x)− i~

2m

∂p

∂x
= E. (3.9)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè ∣∣∣∣
i~
2m

∂p

∂x

∣∣∣∣ ¿
p2

2m
,

òî ýòèì ÷ëåíîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ìû ïîëó÷èì ÷èñòî êëàññè÷åñêîå
óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ èìïóëüñà ÷àñòèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå,
ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå (3.7) áóäåò ïðèáëèæåííî óäîâëåòâîðÿòüñÿ è ïåðå-
õîäèòü â êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðè ïîäñòàíîâêå (3.8), ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå [usl0]

p2 À ~
∣∣∣∣
dp

dx

∣∣∣∣ . (3.10)

Âûðàæàÿ èìïóëüñ ÷àñòèöû ÷åðåç äåáðîéëåâñêóþ äëèíó âîëíû, p(x) =
h/λ(x), ïðåäñòàâèì ýòî óñëîâèå â âèäå [usl1]

1

2π

∣∣∣∣
dλ

dx

∣∣∣∣ ¿ 1. (3.11)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè êîëè÷åñòâåííûé êðèòåðèé äëÿ îöåíêè
ñïðàâåäëèâîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ (3.11) - äåáðîéëåâñêàÿ
äëèíà âîëíû ÷àñòèöû äîëæíà ìàëî ìåíÿòüñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà
äëèíû ñàìîé âîëíû. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç l õàðàêòåðíûå ðàçìåðû êëàñ-
ñè÷åñêè äîñòóïíîé îáëàñòè, òî ïðèáëèæåííî dλ

dx
∼ λ

l
, è íåðàâåíñòâî (3.11)

ïåðåõîäèò â íåðàâåíñòâî λ ¿ l.
Åñëè âåðíóòüñÿ ê âûðàæåíèþ (3.10) è âîñïîëüçîâàòüñÿ (3.6), òî óñëî-

âèå ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ∣∣∣∣

m~
p3

(
−dU

dx

)∣∣∣∣ ¿ 1.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî êëàññè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåì îïðàâäûâàåòñÿ ïðè äâèæåíèè ÷àñòèö ñ áîëüøèìè èìïóëüñàìè â
ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñ ìàëûìè ãðàäèåíòàìè. Íàïðèìåð, äâèæåíèå ýëåê-
òðîíà â ýëåêòðîííî-ëó÷åâîé òðóáêå èëè â âàêóóìíîì äèîäå. Êðîìå ýòîãî
ÿñíî âèäíî, ÷òî ïðè p → 0 óñëîâèå êâàçèêëàññè÷íîñòè ìîæåò íàðóøàòü-
ñÿ äàæå ïðè ìàëûõ ãðàäèåíòàõ ïîòåíöèàëà. Íàïðèìåð, åñëè â âàêóóì-
íûé äèîä ââåñòè òðåòèé ýëåêòðîä - ñåòêó (ïîëó÷èòñÿ òðèîä), íà êîòî-
ðóþ ïîäàòü òîðìîçÿùèé ïîòåíöèàë, òî ïîäëåòàÿ ê ñåòêå, ýëåêòðîí áó-
äåò óìåíüøàòü ñâîþ ñêîðîñòü. Ïîêà ñêîðîñòü áóäåò äîñòàòî÷íî áîëüøîé
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ìû ìîæåì îïèñàòü äâèæåíèå ýëåêòðîíà êëàññè÷åñêè, ñîïîñòàâèâ ýòîìó
äâèæåíèþ êëàññè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ. Îäíàêî, êîãäà ýëåêòðîí ïîäëåòàÿ
ê ñåòêå, ðàñòðàòèò ñâîþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ íà ïðåîäîëåíèå òîðìî-
çÿùåãî ïîòåíöèàëà, è åãî êëàññè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ïðèáëèçèòñÿ ê íóëþ,
óæå íåâîçìîæíî áóäåò îïèñàòü äâèæåíèå ýëåêòðîíà êëàññè÷åñêè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äåáðîéëåâñêàÿ äëèíà âîëíû ýëåêòðîíà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è ñóùåñòâåííî ïðåâçîéäåò ëèíåéíûå ðàçìå-
ðû òðèîäà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî äåëîêàëèçàöèè ýëåêòðîíà â ïðîñòðàíñòâå.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî áóäåò óêàçàòü åãî ïîëîæåíèå
âíóòðè òðèîäà.

Ôîðìóëà Ãàìîâà. Ïóñòü óñëîâèå (3.11) âûïîëíåíî, òîãäà, ñîãëàñíî
(3.9), èìïóëüñ ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (3.6). Ïîäñòàâèì (3.6)
â (3.8), òîãäà ìû ïîëó÷èì âîëíîâóþ ôóíêöèþ ÷àñòèöû ψ(x). Êâàäðàò
ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè, êàê èçâåñòíî, åñòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îá-
íàðóæåíèÿ ÷àñòèöû â çàäàííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Åñëè ÷àñòèöà íà-
õîäèòñÿ â êëàññè÷åñêè äîñòóïíûõ îáëàñòÿõ, ò.å. òàì, ãäå èìïóëüñ p2 > 0,
òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû ψ(x) èìååò îñöèëëÿòîðíûé õàðàêòåð, ÷òî
âèäíî èç (3.8) (ñì. ðèñ. 3.1), à êâàäðàò åå ìîäóëÿ |ψ(x)|2 åñòü âåëè÷è-
íà ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò êîîðäèíàòû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöó
ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæíî îáíàðóæèòü â ëþáîé òî÷êå êëàññè÷åñêè
äîñòóïíîé îáëàñòè.

Ñóùåñòâåííî èíàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò â êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíûõ îáëà-
ñòÿõ ïðîñòðàíñòâà, ò.å. òàì, ãäå p2(x) < 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ÿâíî
âûäåëèòü ìíèìóþ åäèíèöó p(x) = ±i|p(x)| è òîãäà, î÷åâèäíî, âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ ïðèìåò âèä çàòóõàþùåé ýêñïîíåíòû

ψ(x) = A exp

{
−1

~

∫ √
2m(U(x)− E)dx

}
, (3.12)

à êâàäðàò åå ìîäóëÿ ïðèìåò, ñîîòâåòñòâåííî, âèä

|ψ(x)|2 = A2 exp

{
−2

~

∫ √
2m(U(x)− E)dx

}
. (3.13)

ãäå A - íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü (àìïëèòóäà âîëíû).
Âûðàæåíèå (3.13) ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîíèìàíèÿ òóííåëüíîãî ýô-

ôåêòà. Åñëè êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíàÿ îáëàñòü èìååò êîíå÷íóþ ïðîòÿ-
æåííîñòü, ñêàæåì îò x1 äî x2 (ðèñ.3.1Á), òî âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü
÷àñòèöó â òî÷êå x2, êîãäà îíà íàòàëêèâàåòñÿ íà ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð
â òî÷êå x1, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíà íóëþ. Îòëè÷íàÿ îò íóëÿ âåðîÿò-
íîñòü íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíîé îáëàñòè, òàì, ãäå
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E < U(x), îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ïðîíèêíîâåíèÿ ÷àñòèöû â ýòó îáëàñòü.
Ýòîò ýôôåêò èìååò ñóãóáî êâàíòîâûé (âåðîÿòíîñòíûé) õàðàêòåð è íå
ìîæåò áûòü ïîíÿò ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Åñëè ÷àñòèöà îêàçàëàñü â òî÷êå x2, ò.å. ïðîøëà ñêâîçü ïîòåíöèàëüíûé
áàðüåð øèðèíîé l = |x2 − x1|, òî îíà âíîâü îêàçàëàñü â êëàññè÷åñêè
äîñòóïíîé îáëàñòè. Àìïëèòóäà âîëíîâîé ôóíêöèè At ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ
áàðüåðà, ñîãëàñíî (3.12), áóäåò âûðàæàòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

At = A exp



−

1

~

x2∫

x1

√
2m(U(x)− E)dx



 . (3.14)

Îòíîøåíèå êâàäðàòîâ àìïëèòóä ïðîøåäøåé è ïàäàþùåé âîëí äå Áðîéëÿ
D = A2

t /A
2 îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ñêâîçü ïîòåí-

öèàëüíûé áàðüåð. Ýòîò ýôôåêò ïîëó÷èë íàçâàíèå òóííåëüíîãî ýôôåêòà.
Èñïîëüçóÿ (3.14), äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà D, íàçûâàþùåãîñÿ êî-
ýôôèöèåíòîì ïðîçðà÷íîñòè áàðüåðà, ïîëó÷èì ôîðìóëó Ãàìîâà

D = exp



−

2

~

x2∫

x1

√
2m(U(x)− E)dx



 . (3.15)

Ýòà ôîðìóëà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ êàê â ôèçèêå è õèìèè, òàê è â áèî-
ôèçèêå. Îäíàêî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ôåíîìå-
íîëîãè÷åñêîé. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äëÿ ðåàëüíûõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ
ñèñòåì òî÷íîå âû÷èñëåíèå ïðîôèëÿ ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
â çàäàííîì íàïðàâëåíèè U(x) ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâûïîëíèìîé çà-
äà÷åé. Ïîýòîìó ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ U(x) îáû÷íî âûáèðàþò èç òåõ
èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé, ïðè÷åì ýòîò âûáîð ñòàðàþòñÿ ñäåëàòü òàê, ÷òîáû
èíòåãðàë â (3.15) ìîæíî áûëî âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè.

Èç óñëîâèÿ (3.11) ñëåäóåò, ÷òî êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå ñïðàâåä-
ëèâî ïðè λ = h/p ¿ l, ãäå l - õàðàêòåðíûå ðàçìåðû ñèñòåìû. Åñëè
ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà ôîðìàëüíî ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ ~ → 0, òî òî-
ãäà íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà èìïóëüñ ÷àñòèöû èëè íà ðàçìåðû ñèñòåìû
óæå íàêëàäûâàòü íå íàäî. Ïðè ýòîì, îäíàêî, âåðîÿòíîñòü ïðîíèêíîâåíèÿ
â êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíóþ îáëàñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü, ÷òî ñëåäóåò èç
(3.15), è îïèñàíèå ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ ÷èñòî êëàññè÷åñêèì. Â ñèëó ýòîãî
êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå íàçûâàþò èíîãäà òåîðèåé âîçìóùåíèÿ
ïî ïàðàìåòðó ~.

Ïàðàäîêñ òóííåëüíîãî ýôôåêòà. Åñëè ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â êëàñ-
ñè÷åñêè íåäîñòóïíîé îáëàñòè, ãäå U(x) > E = const, òî åå êèíåòè÷åñêàÿ
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ýíåðãèÿ T = p2/2m ôîðìàëüíî ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé,
ò.å. T = E − U(x) < 0. Ýòîò âûâîä íàçûâàþò ïàðàäîêñîì òóííåëüíî-
ãî ýôôåêòà. Íà ñàìîì äåëå ïàðàäîêñà íèêàêîãî íåò. Äåëî â òîì, ÷òî
ïîëíóþ ýíåðãèþ ÷àñòèöû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåííóþ âåëè-
÷èíó òîëüêî íà îñíîâå êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìó-
ëà E = p2/2m + U(x) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìû îäíîâðåìåííî òî÷íî çíàåì
âåëè÷èíó êàê êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T, òàê è ïîòåíöèàëüíîé U(x). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïðèïèñûâàåì îäíîâðåìåííî îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå êî-
îðäèíàòå ÷àñòèöû x è åå èìïóëüñó p, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îñíîâíûì ïîëî-
æåíèÿì êâàíòîâîé ìåõàíèêè (ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà).

Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îáíàðóæèòü ÷àñòèöó âíóòðè áàðüåðà, ò.å. â îá-
ëàñòè ïðîñòðàíñòâà, ãäå E < U(x). Îäíàêî, åñëè èçìåðÿåòñÿ ïîëîæåíèå
÷àñòèöû x0, òî, ñîãëàñíî ïðèíöèïó íåîïðåäåëåííîñòè, âîçíèêàåò äîïîë-
íèòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ â èìïóëüñå ÷àñòèöû (∆p)2, ïîýòîìó óæå íåëüçÿ
óòâåðæäàòü, ÷òî ýíåðãèÿ ÷àñòèöû îñòàåòñÿ ðàâíîé E. Èç ôîðìóëû (3.15)
ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòèöà çàìåòíûì îáðàçîì ïðîíèêàåò âíóòðü áàðüåðà íà
âåëè÷èíó ïîðÿäêà L ≈

(
2
~
√

2m(Um − E)
)−1

, ãäå Um - ìàêñèìàëüíàÿ âû-
ñîòà áàðüåðà. ×òîáû îáíàðóæèòü ÷àñòèöó âíóòðè áàðüåðà íåîáõîäèìî
ôèêñèðîâàòü åå êîîðäèíàòó ñ òî÷íîñòüþ 4x < L. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå
äèñïåðñèÿ èìïóëüñà (∆p)2 ≥ ~2

4(4x)2
> ~2

4L2 . Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà L2, ïîëó÷èì

(∆p)2

2m
> Um − E,

ò.å. èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, âíîñèìîå íåîïðåäåëåííîñòüþ â èì-
ïóëüñå ÷àñòèöû ïðè åå ëîêàëèçàöèè â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ∆x ∼ L,
îêàçûâàåòñÿ áîëüøå òîé ýíåðãèè, êîòîðîé åé íå äîñòàåò äî âûñîòû áà-
ðüåðà Um.

Ñóùåñòâóåò îïòè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ òóííåëüíîãî ýôôåêòà, ñâÿçàííàÿ ñ
ÿâëåíèåì ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ. Ðàññìîòðèì äâå îäèíàêîâûå
ñðåäû, íàïðèìåð, ïëîñêîïàðàëëåëüíûå ñòåêëÿííûå ïëàñòèíêè, ðàçäåëåí-
íûå òîíêèì âîçäóøíûì çàçîðîì, íà êîòîðûé èç ïåðâîé ñðåäû ïàäàåò ñâå-
òîâàÿ âîëíà ïîä óãëîì, áîëüøèì óãëà ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ.
Îïûò, ïðîâåäåííûé åùå Íüþòîíîì, ïîêàçûâàåò, ÷òî âî âòîðîé ñðåäå îá-
íàðóæèâàåòñÿ ñâåòîâàÿ âîëíà. Íüþòîí ðàññìàòðèâàë ýòîò îïûò êàê ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîíèêíîâåíèÿ ñâåòà â îïòè÷åñêè ìåíåå
ïëîòíóþ ñðåäó ïðè ïîëíîì âíóòðåííåì îòðàæåíèè.
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3.2.2 Ðàñ÷åò ïðîçðà÷íîñòè ïîòåíöèàëüíûõ áàðüåðîâ
ðàçëè÷íîé ôîðìû: ïðÿìîóãîëüíîé, òðåóãîëü-
íîé, ïàðàáîëè÷åñêîé.

Îöåíèì ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ãàìîâà ïðîçðà÷íîñòü áàðüåðîâ ðàçëè÷-
íîé ôîðìû: ïðÿìîóãîëüíîãî, òðåóãîëüíîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî áàðüåðîâ
(ðèñ.3.2À-Â).

Ïðÿìîóãîëüíûé áàðüåð. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó-
÷àé ïðÿìîóãîëüíîãî áàðüåð (ðèñ.3.2À). Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàäàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì

U(x) =





0, x < x1,
Um, x1 ≤ x ≤ x2,
0, x > x2,

(3.16)

ãäå Um - âûñîòà áàðüåðà, îòñ÷èòàííàÿ îò çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû E,
êîòîðîå äëÿ óäîáñòâà ìû ïðèíèìàåì çà íîëü (ò.å. çà íà÷àëî îòñ÷åòà ýíåð-
ãèé). Øèðèíó áàðüåðà íà óðîâíå ýíåðãèè ÷àñòèöû îáîçíà÷èì d = |x2−x1|
(â äàííîì ñëó÷àå îíà îäèíàêîâà ïî âñåé âûñîòå áàðüåðà). Èíòåãðàë â
ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ôîðìóëû (3.15) âû÷èñëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî è äëÿ
êîýôôèöèåíòà ïðîçðà÷íîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî áàðüåðà D1 ïîëó÷àåì

D1 = exp

{
−2

~
√

2mUm d

}
. (3.17)

Òðåóãîëüíûé áàðüåð. Ðàññìîòðèì òåïåðü òðåóãîëüíûé áàðüåð
(ðèñ.3.2Á). Ïîòåíöèàë îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

U(x) =





0 x < x1,
Um

d1
(x− x1), x1 ≤ x ≤ xm,

−Um

d2
(x− x2), xm ≤ x ≤ x2,

0, x > x2,

(3.18)

ãäå xm - êîîðäèíàòà ìàêñèìóìà ïîòåíöèàëà, ò.å. U(xm) = Um, d1 = |xm−
x1|, d2 = |x2 − xm| - ÷àñòè÷íûå ïðîòÿæåííîñòè ïîòåíöèàëà íà óðîâíå
ýíåðãèè ÷àñòèöû E, êîòîðîþ, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìû ïðèíÿëè
çà íîëü. Èíòåãðàë â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû (3.15) è çäåñü âû÷èñëÿåòñÿ
áåç òðóäà è ìû ïîëó÷àåì

D2 = exp

{
−2

~
√

2mUm
2

3
d

}
, (3.19)
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Ðèñ. 3.2: Ïðåäñòàâëåíû òðè âàðèàíòà ìîäåëüíûõ ïîòåíöèàëüíûõ áàðüåðîâ: ïðÿìîóãîëüíîãî
(À), Òðåóãîëüíîãî (Á), ïàðàáîëè÷åñêîãî (Â). Îòñ÷åò ýíåðãèè âåäåòñÿ îò çíà÷åíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè
E ÷àñòèöû, íàëåòàþùåé íà áàðüåð. Ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèö Ψ(x).
Ñòðåëêà óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû. Ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà áàðüåðîâ îáîçíà÷åíà
Um. Êîîðäèíàòû x1 è x2 - òî÷êè ïîâîðîòà, xm - êîîðäèíàòà âåðøèíû ïîòåíöèàëà U(x).

ãäå d = d1 + d2 = |x2 − x1| - ïîëíàÿ øèðèíà áàðüåð íà óðîâíå ýíåðãèè
÷àñòèöû. Èç âûðàæåíèÿ (3.19) ñëåäóåò, ÷òî ïðîçðà÷íîñòü òðåóãîëüíîãî
áàðüåðà ïðè ôèêñèðîâàííûõ äëèíàõ îñíîâàíèÿ è âûñîòû, íå çàâèñèò îò
ôîðìû òðåóãîëüíèêà.

Ñðàâíèì D1 è D2 ïðè óñëîâèè îäèíàêîâîé øèðèíû è âûñîòû áàðüå-
ðîâ. Ïîëó÷èì

D2 = D
2
3
1 > D1 (3.20)

Ïîíÿòíî ïî÷åìó D2 > D1. Äåéñòâèòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïðîçðà÷íîñòè,
ïî îïðåäåëåíèþ (3.15), íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöó (ò.ê. îïðåäåëÿÿ âåðîÿò-
íîñòü òóííåëèðîâàíèÿ) è âîçâîäèòñÿ â ñòåïåíü ñ ïîêàçàòåëåì òàêæå ìåíü-
øåì åäèíèöû.

Ïàðàáîëè÷åñêèé áàðüåð. Ðàññìîòðèì ïàðàáîëè÷åñêóþ ôîðìó ïî-
òåíöèàëüíîãî áàðüåðà (ðèñ.3.2Â). Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, îòñ÷è-
òûâàÿ ýíåðãèþ îò çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû E, ïîòåíöèàë ïðåäñòàâèì â
âèäå

U(x) =





0, x < x1,
−Um

(
4
d2 (x− xm)2 − 1

)
, x1 ≤ x ≤ x2,

0, x > x2,
(3.21)

ãäå xm - êîîðäèíàòà âåðøèíû ïàðàáîëû, ò.å. U(xm) = Um, êàê è â ïðåäû-
äóùèõ ñëó÷àÿõ d = |x2−x1| - øèðèíà áàðüåðà íà óðîâíå ýíåðãèè ÷àñòèöû

82



E, êîòîðóþ ìû ïîëîæèëè ðàâíîé íóëþ. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà íå ïðåä-
ñòàâëÿåò çàòðóäíåíèé è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

D3 = exp

{
−2

~
√

2mUm
π

4
d

}
. (3.22)

Ñðàâíåíèå. Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðîçðà÷íîñòè âî âñåõ òðåõ ñëó-
÷àÿõ ïðè óñëîâèè ðàâíîé øèðèíû d è âûñîòû Um áàðüåðîâ, ìû âèäèì,
÷òî îíè ñâÿçàíû íåðàâåíñòâàìè

D2 > D3 > D1.

Íàñêîëüêî ñóùåñòâåííû ðàçëè÷èÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ, îáóñëîâëåí-
íûå ôîðìîé áàðüåðîâ? Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëó÷øå ýòî ïîíÿòü ðàññìîòðèì
êîíêðåòíûé ïðèìåð, íî ïðåæäå íåìíîãî ìîäèôèöèðóåì ôîðìóëó (3.15).
Âåðîÿòíîñòü ïðîñà÷èâàíèÿ ñêâîçü áàðüåð ìîæíî ñâÿçàòü ñ õàðàêòåðíûì
âðåìåíåì τ , ïî ïðîøåñòâèè êîòîðîãî ÷àñòèöà îáÿçàòåëüíî ïðîòóííåëè-
ðóåò. Êîýôôèöèåíò D(E) åñòü âåðîÿòíîñòü ïðîíèêíîâåíèÿ ñêâîçü áàðüåð
ïðè îäíîêðàòíîé ïîïûòêå. Ïóñòü N-ÿ ïîïûòêà óâåí÷àëàñü óñïåõîì, òîãäà
ìîæíî íàïèñàòü óñëîâèå ND(E) = 1. Åñëè ýòè N ïîïûòîê áûëè ñîâåð-
øåíû çà âðåìÿ τ , òî ìîæíî íàïèñàòü τ N

τ
D(E) = 1. Îòíîøåíèå ν = N/τ

ìîæíî ïðèíÿòü çà ÷àñòîòó ñîâåðøåíèÿ ïîïûòîê ïðîíèêíîâåíèÿ ñêâîçü
áàðüåð, òîãäà

τ = (νD(E))−1 = ν−1 exp





2

~

x2∫

x1

√
2m(U(x)− E)dx



 . (3.23)

Ïîëîæèì âûñîòó áàðüåðîâ ðàâíîé Um ≈ 1 ýÂ, à èõ øèðèíó d ≈ 0, 7
�A. Òàêèå ïàðàìåòðû õàðàêòåðíû äëÿ áàðüåðà äâóõúÿìíîãî ïîòåíöèàëà
âîäîðîäíîé ñâÿçè. Ïóñòü òóííåëèðóþùåé ÷àñòèöåé áóäåò ïðîòîí. Â êà-
÷åñòâå ÷àñòîòû ñîâåðøåíèÿ ïîïûòîê ïðîòîíà ïðåîäîëåòü áàðüåð ìîæíî
ïðèíÿòü ÷àñòîòó åãî êîëåáàíèé ν = 1014 ñ−1. Òîãäà, èñïîëüçóÿ (3.23),
(3.17), (3.19), è (3.22), äëÿ õàðàêòåðíûõ âðåìåí ïåðåíîñà ïðîòîíà ïîëó-
÷èì τ1 ≈ 8 · 10−5 ñ, τ2 ≈ 4 · 10−8 ñ, τ3 ≈ 6 · 10−7 ñ. Èç ýòèõ îöåíîê âèäíî,
÷òî ôîðìà ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà äðàìàòè÷åñêèì îáðàçîì âëèÿåò íà
âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà - âðåìåíà ïåðåõîäà ðàçëè÷àþòñÿ íà
ïîðÿäêè âåëè÷èíû. Õàðàêòåðíûå âðåìåíà ìîëåêóëÿðíûõ ïðîöåññîâ ÿâ-
ëÿþòñÿ âàæíûì ôàêòîðîì, îïðåäåëÿþùèì ôóíêöèîíèðîâàíèå áèîëîãè-
÷åñêèõ ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì. Ýòîò ôàêòîð íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè
àíàëèçå ìîëåêóëÿðíûõ ïðîöåññîâ.
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3.3 Ïðÿìîóãîëüíûå ïîòåíöèàëû
Ïðÿìîóãîëüíûå ïîòåíöèàëû, äà è âîîáùå, ðåçêî ìåíÿþùèåñÿ ïîòåíöèà-
ëû, íàïðèìåð, òðåóãîëüíîé ôîðìû, ÿâëÿþòñÿ èäåàëèçàöèåé è â ïðèðîäå
íå ðåàëèçóþòñÿ. Ýòî ëåãêî ïîíÿòü, ò.ê. â òî÷êå èçëîìà ïîòåíöèàëà ïðî-
èçâîäíàÿ ëèáî íå ñóùåñòâóåò ëèáî ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî ñî-
îòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî áîëüøîé ñèëå. Âìåñòå ñ òåì, òàêèå ïîòåíöèàëû
ïðåäñòàâëÿþò ïîä÷àñ óäîáíûå ìîäåëüíûå ñèñòåìû, ïîçâîëÿþùèå "ïî÷óâ-
ñòâîâàòü" îñîáåííîñòè êâàíòîâûõ ñèñòåì (ñì. ðèñ.3.3). Òàêèå ïîòåíöèàëû
àíàëîãè÷íû ãåòåðîãåííûì ñðåäàì ñ ðåçêèìè ãðàíèöàìè ðàçäåëà. Ïîýòî-
ìó íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè,
"ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ" â òàêîé ñðåäå.

xm

Ðèñ. 3.3: Ñõåìàòè÷åñêàÿ èäåàëèçàöèÿ ïîòåíöèàëà Ìîðçå ïðÿìîóãîëüíûì ïîòåíöèàëîì..

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçðûâà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé, à òàêæå äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé åå ïåð-
âàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà ïîòåíöèàëà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Êàê ìû óæå ãîâî-
ðèëè ñàìà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé âåëè÷èíîé, èíà÷å
åå íåëüçÿ áûëî áû èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåðîÿòíîñòíóþ âåëè÷èíó. Â
ñèëó òîãî, ÷òî ýíåðãèÿ ÷àñòèöû è âåëè÷èíà ïîòåíöèàëà ñàìè ÿâëÿþòñÿ
êîíå÷íûìè âåëè÷èíàìè, òî èç óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà âûòåêàåò îãðàíè-
÷åííîñòü âòîðîé ïðîèçâîäíîé âîëíîâîé ôóíêöèè, ò.å.

d2ψ

dx2
< M.
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Ñîãëàñíî òåîðåìàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, îòñþäà âûòåêàåò êîíå÷-
íîñòü ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ψ, à ñëåäîâàòåëüíî è åå íåïðåðûâíîñòü, ò.ê. â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàëàñü áû â áåñêîíå÷íîñòü â
òî÷êå ðàçðûâà. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî èç îãðàíè÷åííîñòè è íåïðåðûâ-
íîñòè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé âîëíîâîé ôóíêöèè âûòåêàåò è íåïðåðûâíîñòü
ñàìîé ôóíêöèè ψ íà ãðàíèöå ðàçäåëà.

Îïðåäåëåíèå ïðîçðà÷íîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî áàðüåðà èç ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Ïðîöåññ ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ïîòåíöè-
àëüíûé áàðüåð ìîæíî îïèñàòü íåñêîëüêî èíà÷å, õîòÿ, êîíå÷íî, ðåçóëüòàò
îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ. Òàêîå ðàññìîòðåíèå ïðèâåäåíî âî âñåõ ó÷åáíèêàõ
ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå è îñíîâàíî íà íåïîñðåäñòâåííîì ðåøåíèè óðàâ-
íåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ïîòåíöèàëà çàäàííîé ôîðìû. Ðàññìîòðèì ñàìûé
ïðîñòîé ñëó÷àé ïðÿìîóãîëüíîãî áàðüåðà (ðèñ.3.2A). Ïðîñòðàíñòâî ðàçäå-
ëåíî íà òðè îáëàñòè I (x < x1), II (x1 < x < x2) , III (x > x2). Ïîòåíöèàë
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3.16). Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ìàññîé m ðàâíà E. Â I è III
îáëàñòÿõ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò îäèíàêîâûé âèä

{
∂2

∂x2
+ k2

}
ψ(x) = 0. (3.24)

ãäå k = 1
~
√

2mE. Ôîðìàëüíî ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ
êëàññè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáëàñòÿõ
I è III ýòî óðàâíåíèå èìååò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ

ψI = A1e
ikx + B1e

−ikx,
ψIII = A3e

ikx + B3e
−ikx.

(3.25)

Â îáëàñòè II óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò íåñêîëüêî èíîé âèä (ïëþñ
ìåíÿåòñÿ íà ìèíóñ è k ìåíÿåòñÿ íà λ )

{
∂2

∂x2
− λ2

}
ψ(x) = 0. (3.26)

ãäå λ = 1
~
√

2m(Um − E), à åãî ðåøåíèÿ òàêæå õîðîøî èçâåñòíû

ψII = A2e
λx + B2e

−λx. (3.27)

Íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñà-
ìèõ âîëíîâûõ ôóíêöèé è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ, ò.å.

{
ψI(x1) = ψII(x1), ψII(x2) = ψIII(x2),
ψ′I(x1) = ψ′II(x1), ψ′II(x2) = ψ′III(x2)

(3.28)
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Êðîìå ýòîãî ó÷òåì óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè: â îáëàñòè III íåò îòðàæåí-
íîé âîëíû, ò.å. B3 = 0. Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.28), íàéäåì,
èíòåðåñóþùåå íàñ, îòíîøåíèå àìïëèòóä âîëí, ïðîøåäøåé ñêâîçü áàðüåð
è ïàäàþùåé íà íåãî D =

∣∣∣A3

A1

∣∣∣
2

D =

∣∣∣∣
A3

A1

∣∣∣∣
2

=
16k2λ2

(k2 + λ2)2 + 4k2λ2
e−2λd. (3.29)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîíèöàåìîñòè áàðüåðà, à òàêæå (3.17)
(3.19) è (3.22), ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Ãàìîâà (3.15), ñ òî÷-
íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà ñîâïàäàþò ñ ôîðìóëîé (3.29).

×àñòèöà â îäíîìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Çà-
äàäèì ïîòåíöèàë, â êîòîðîì äâèæåòñÿ ÷àñòèöà, ñëåäóþùèì îáðàçîì

U(x) =





Um, x ≤ x1

0, x1 ≤ x ≤ x2

Um, x ≥ x2

(3.30)

Ðèñ. 3.4: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû (À) è äâóõúÿìíîãî
ïîòåíöèàëà (Á). Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå, ðàâíà E. Âíå ÿìû ïî-
òåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ Ψ(x) çàòóõàåò. Â äâóõúÿìíîì ïîòåíöèàëå ïåðåõîä ÷àñòèöû èç îäíîé ÿìû
â äðóãóþ âîçìîæåí òîëüêî ïðè íàëè÷èå ñîñòîÿíèé ñ îäèíàêîâîé ýíåðãèåé.

Ýòîò ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ êàê áû äîïîëíèòåëüíûì ê ïîòåíöèàëó (3.16)
(ðèñ.3.3A). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàçîáüåì ïðîñòðàíñòâî íà òðè îá-
ëàñòè: I (x < x1), II (x1 < x < x2) , III (x > x2). Òåïåðü â îáëàñòÿõ I è III

86



óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà áóäåò èìåòü âèä (3.26), ãäå λ = 1
~
√

2m(Um − E),
òî÷íî òàêîå æå êàê è â ñëó÷àå áàðüåðà, E - ýíåðãèÿ ÷àñòèöû â ÿìå. Â
îáëàñòè II, óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, íàîáîðîò, èìååò âèä (3.24), ñ òàêèì
æå çíà÷åíèåì k = 1

~
√

2mE. Ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ
îáëàñòåé I è III áóäóò èìåòü âèä àíàëîãè÷íûé (3.27), à äëÿ îáëàñòè II -
âèä àíàëîãè÷íûé (3.25), òîëüêî ñ äðóãèìè êîýôôèöèåíòàìè

ψI = A1e
λx + B1e

−λx

ψII = A2e
ikx + B2e

−ikx

ψIII = A3e
λx + B3e

−λx

(3.31)

Íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ (3.28). Äîïîëíèì
ýòè óñëîâèÿ òðåáîâàíèåì êîíå÷íîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íî-
ñòè, ò.å. ïîëîæèì B1 = 0 ïðè x → −∞ è A3 = 0 ïðè x → ∞. Êðîìå
ýòîãî, ïîëíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëî-
âèþ íîðìèðîâêè

∞∫

−∞

|ψ(x)|2dx = 1. (3.32)

Èç ýòèõ óñëîâèé ìîæíî îïðåäåëèòü âñå êîýôôèöèåíòû â (3.31) è ýíåð-
ãèþ ÷àñòèöû. Ïðîâåäÿ íåñëîæíûå, íî ãðîìîçäêèå âûêëàäêè, ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû â ÿìå

tg(kL) =
2λk

k2 − λ2
, (3.33)

èç êîòîðîãî íåòðóäíî ïîëó÷èò

kL = πn− 2arctg(k/λ), (3.34)

ãäå L = |x2 − x1| - øèðèíà ÿìû. Ýòî òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå ìîæíî
ðåøèòü ÷èñëåííî èëè ãðàôè÷åñêè. Ýíåðãèè ëåãêî íàõîäÿòñÿ â ñëó÷àå
ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ñ áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåíêàìè. Â ýòîì ñëó÷àå,
êîãäà Um → ∞, îòíîøåíèå k/λ = 0 è èç (3.34) ïîëó÷àåì äèñêðåòíûé
ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ÷àñòèöû â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé
ÿìå

En =
π2~2n2

2mL2
. (3.35)

Åñëè æå ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà èìååò êîíå÷íóþ ãëóáèíó Um, òî äëÿ ýíåð-
ãåòè÷åñêèõ óðîâíåé âáëèçè äíà ÿìû ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå âû-
ðàæåíèå

E ′
n ≈ En

(
1− 4~√

2mUmL

)
. (3.36)
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Êðîìå ýòîãî, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû
êîíå÷íîé ãëóáèíû êîëè÷åñòâî ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ÷àñòèöû â ýòîé
ÿìå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì, ìàêñèìàëüíîå èç êîòîðûõ ìîæíî îïðå-
äåëèòü èç óñëîâèÿ E = Um

nmax =

√
2mUm

π~
L + 1. (3.37)

Ìîäåëü äâóõúÿìíîãî ïîòåíöèàëà. Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ ñèñòå-
ìó, íà ïðèìåðå êîòîðîé îáñóäèì íåêîòîðûå ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ ïðîöåññà ïåðåíîñà çàðÿäà. Ïóñòü çàäàí ïîòåíöèàë, ñîñòîÿùèé
èç äâóõ ïðÿìîóãîëüíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ÿì ðàçëè÷íîé ãëóáèíû è øèðè-
íû (ðèñ.3.3Á), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

U(x) =





Um, x < x1, I,
U0, x1 ≤ x ≤ x2, II,
Um, x2 ≤ x ≤ x3, III,
0, x3 ≤ x ≤ x4, IV,

Um, x > x4, V.

(3.38)

Çäåñü ïðèíÿòî, ÷òî U0 < Um. Ðèìñêèìè öèôðàìè îáîçíà÷åíû îáëàñòè,
íà êîòîðûå ìû ðàçáèëè ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì L1 = |x2 − x1|, L2 =
|x4−x3| - øèðèíó ïåðâîé (ëåâîé) è âòîðîé (ïðàâîé) ÿìû, ñîîòâåòñòâåííî.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî, ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ïðè
åå ëîêàëèçàöèè â òîé èëè èíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå äîëæíà áûòü îäíîé
è òîé æå. Êàê ìû âèäåëè âûøå, ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ÷àñòèöû â ÿìå
ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîä ÷àñòèöû èç îäíîé ÿìû â
äðóãóþ âîçìîæåí òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ En1 = En2 = E, ãäå
n1 è n2 íîìåðà ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé â ïåðâîé è âòîðîé ÿìàõ, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Åñëè áû ÿìû áûëè îäèíàêîâûìè, òî ýòè íîìåðà ñîâïàäàëè áû.
Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ ÿì ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî íå íàé-
äåòñÿ íè îäíîé ïàðû ïîäõîäÿùèõ íîìåðîâ óðîâíåé â ýòèõ ÿìàõ. Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðåõîä ÷àñòèöû èç îäíîé ÿìû â äðóãóþ ñòàíåò íåâîçìîæíûì è
îíà îñòàíåòñÿ ëîêàëèçîâàííîé â îäíîé èç ÿì. Ïåðåõîä ñòàíåò âîçìîæíûì
òîëüêî ïðè äåéñòâèè êàêîãî-ëèáî âíåøíåãî ôàêòîðà, êîìïåíñèðóþùåãî
ðàçíîñòü ýíåðãèé óðîâíåé â ðàçëè÷íûõ ÿìàõ.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (3.35) è (3.36), äëÿ íèçêîëåæàùèõ óðîâíåé
ìîæíî íàéòè óñëîâèå èõ ïðèáëèæåííîãî ñîâïàäåíèÿ â îáåèõ ÿìàõ. Åñëè
ìû ïðèðàâíÿåì âûðàæåíèÿ (3.36) äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ÿìû, òî ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîìåðîâ ñîâïàäàþùèõ óðîâíåé. Îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íî ãëóáîêèõ ÿì ðàçíîé øèðèíû óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ
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óðîâíåé â ðàçíûõ ÿìàõ èìååò âèä
n1

L1

=
n2

L2

. (3.39)

Âåðíåìñÿ ê ïîòåíöèàëó (3.38). Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E = En1 = En2 > U0,
ãäå n1 è n2 - íîìåðà ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé â ëåâîé è ïðàâîé ÿìàõ, ñîîò-
âåòñòâåííî. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â îáëàñòÿõ I, III è V èìååò âèä (3.26),
à â îáëàñòÿõ II è IV - âèä (3.24). Äëÿ îáëàñòåé I, III è V êîýôôèöèåíòû
λ îäèíàêîâûå è ðàâíû

λ =
1

~
√

2m(Um − E).

Äëÿ îáëàñòåé II è IV êîýôôèöèåíòû k ðàçëè÷àþòñÿ: äëÿ îáëàñòè II

k2 =
1

~
√

2m(E − U0),

à äëÿ îáëàñòè IV
k4 =

1

~
√

2mE.

Â îáëàñòÿõ I, III è V âîëíîâûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå (3.27), à
â îáëàñòÿõ II è IV - â âèäå (3.25), ñî ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè Aj è Bj,
ãäå j íóìåðóåò îáëàñòü. Ó÷òÿ óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ, êîòîðûå àíàëîãè÷íû
(3.28), à òàêæå óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ìîæíî îïðåäåëèòü âîëíîâóþ
ôóíêöèþ ñèñòåìû. Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü ýòèõ äîâîëüíî ãðî-
ìîçäêèõ âû÷èñëåíèé, ïðèâåäåì òîëüêî âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà
ïðîçðà÷íîñòè D, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

D =
A2

4 + B2
4

A2
2 + B2

2

.

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ áàðüåðà
ìåæäó äâóìÿ ÿìàìè â ìîäåëüíîì ïðÿìîóãîëüíîì äâóõúÿìíîì ïîòåíöè-
àëå

D =
1− U0/E

1− U0/Um

exp{−2λd}, (3.40)

ãäå d = |x3 − x2| - øèðèíà áàðüåðà (ðèñ.3.1.2ä)
Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî ïåðåõîä ÷àñòèöû èç îäíîé ÿìû â äðóãóþ

âîçìîæåí òîëüêî ïðè óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè En1 = En2 . Åñëè òàêèõ
íîìåðîâ íåò, òî íåîáõîäèìî âíåøíåå âëèÿíèå, ÷òîáû ñêîìïåíñèðîâàòü
ðàçíîñòü ýíåðãèé ïðè ïåðåõîäå ìåæäó ýòèìè ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè.
Ðîëü òàêîãî âíåøíåãî ôàêòîðà âûïîëíÿåò, êàê ïðàâèëî, îêðóæàþùàÿ
ñðåäà, ñ êîòîðîé âçàèìîäåéñòâóåò ÷àñòèöà.
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3.3.1 Ïðÿìîóãîëüíàÿ ñòóïåíüêà
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåñòè íåêîòîðóþ àíàëîãèþ ìåæäó îïòè÷åñêèìè è
êâàíòîâûìè ÿâëåíèÿìè, ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë â âèäå ñòóïåíüêè âûñî-
òîé Um (ðèñ. 3.4). Íà ýòó ñòóïåíüêó ñëåâà íàëåòàåò ïîòîê ýëåêòðîíîâ.
ýíåðãèÿ E, êîòîðûõ áîëüøå ýíåðãèè ñòóïåíüêè, ò.å. E > U . Ñ êëàññè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýëåêòðîíû, èñïûòàâ íåêîòîðîå òîðìîçÿùåå äåéñòâèå
ïîòåíöèàëüíîé ñòóïåíüêè, òåì íå ìåíåå ïðåîäîëåþò ýòîò áàðüåð è áóäóò
äâèãàòüñÿ â ïåðâîíà÷àëüíîì íàïðàâëåíèè ñ óìåíüøåííîé ñêîðîñòüþ. Íè
îäèí ýëåêòðîí, ñ êëàññè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íå ïîâåðíåò îáðàòíî, ò.å.
íå èñïûòàåò îòðàæåíèÿ îò òàêîãî áàðüåðà.

e

U(x)

Ðèñ. 3.5: Ïîòåíöèàë â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé ñòóïåíüêè. Íà ýòó ïîòåíöèàëüíóþ ñòóïåíüêó íà-
ëåòàþò ñëåâà ýëåêòðîíû..

Îïòè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ òàêîé ïîòåíöèàëüíîé ñòóïåíüêè - ýòî ñêà÷êî-
îáðàçíîå èçìåíåíèå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ íà ãðàíèöå äâóõ ñðåä, íà-
ïðèìåð, ñâåò, ðàñïðîñòðàíÿÿñü â âîçäóøíîé ñðåäå, ïàäàåò íà ñòåêëÿííóþ
ïëàñòèíêó. Èç îïòèêå èçâåñòíî, ÷òî ÷àñòü ñâåòà ïðîéäåò ñêâîçü ïëàñòèí-
êó, èñïûòàâ ïðåëîìëåíèå, à ÷àñòü îòðàçèòñÿ.

Ïóñòü ψ1 âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïàäàþùèõ ýëåêòðîíîâ

ψ1 = A1e
i

p1
~ x,

ãäå p1 =
√

2mE - èìïóëüñ íàëåòàþùèõ ýëåêòðîíîâ, A1 - àìïëèòóäà ïàäà-
þùåé âîëíû. Ñîãëàñíî îáùåé ñõåìå ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è áóäåì èìåòü
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ïðîøåäøóþ âîëíó ψ2

ψ2 = A2e
i

p2
~ x,

ãäå p2 =
√

2m(E − Um) è îòðàæåííóþ âîëíó ψ3

ψ3 = A3e
−i

p1
~ x.

Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîé îáëàñòè ñëåâà îò ñòóïåíüêè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ψI áóäåò ñóììîé äâóõ âîëí

ψI = A1e
i

p1
~ x + A3e

−i
p1
~ x.

Âî âòîðîé îáëàñòè, ñïðàâà îò ñòóïåíüêè, åñòü òîëüêî ïðîøåäøàÿ âîëíà,
ò.å.

ψII = ψ2.

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè

A2 = 2p1

p1+p2
A1,

A3 = p1−p2

p1+p2
A1.

Âû÷èñëèì ïëîòíîñòè òîêà âåðîÿòíîñòè â ïåðâîé îáëàñòè, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïàäàþùåìó è îòðàæåííîìó ïîòîêó ýëåêòðîíîâ. Ñîãëàñíî (2.27),
ïîëó÷èì

j1 = p1

m
|A1|2,

j3 = p1

m
|A3|2.

Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ R, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâåí

R =
j3

j1

=
|A3|2
|A1|2 =

(p1 − p2)
2

(p1 + p2)2
.

Àíàëîãè÷íî íàéäåì êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ

T =
j2

j1

=
|A2|2p2

|A1|2p1

=
4p1p2

(p1 + p2)2
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
R + T = 1.

Äàëåå, íàéäåì ïëîòíîñòü òîêà â ïåðâîé îáëàñòè, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ψI ,

jI =
p1

m

(|A1|2 − |A3|2
)

=
4p2

1p2

m(p1 + p2)2
|A1|2.
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Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì ïëîòíîñòè òîêà äëÿ âòîðîé îá-
ëàñòè, êîòîðóþ ìû âû÷èñëèëè âûøå j2 = jII . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

jI = jII ,

êîòîðîå ñâèäåòåëüñòâóåò î ñîõðàíåíèè âåðîÿòíîñòè. Åñëè p2 → p1, òî
R → 0, òåì íå ìåíåå îòðàæåíèå âñåãäà áóäåò èìåòü ìåñòî ñêîëü áû ìàëûì
íè áûë ñêà÷îê ïîòåíöèàëà Um. Åñëè p2 → 0, òî R → 1.

Îòðàæåíèå îò ðåçêèõ ñêà÷êîâ ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî êâàíòîâûì
ýôôåêòîì. Ýòî åñòü ïðîÿâëåíèå âîëíîâûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëüíîãî ìèðà.
Åñëè ïîòåíöèàë ìåíÿåòñÿ ïëàâíî, òî îòðàæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå ïðîèñ-
õîäèò. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå. Åñëè æå
ïîòåíöèàë çàìåòíûì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ñðàâíèìûõ ñ äëè-
íîé äåáðîéëåâñêîé âîëíû ÷àñòèöû, òî âîëíîâûå ñâîéñòâà ïðîÿâëÿþòñÿ â
äèôðàêöèîííîé êàðòèíå.

3.4 Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð.
Ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð, êîòîðûé â êëàñ-
ñè÷åñêîì âàðèàíòå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðóçèê ìàññû m íà ïðóæèíêå
æåñòêîñòüþ k. Èç øêîëüíîãî êóðñà ôèçèêè èçâåñòíî, ÷òî ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíû ðàâíà U = 1

2
kx2, ãäå x = l − l0

- äåôîðìàöèÿ ïðóæèíû, ò.å. ðàçíîñòü ìåæäó äåôîðìèðîâàííîé äëèíîé
ïðóæèíû l è åå äëèíîé l0 â îòñóòñòâèå äåôîðìàöèè (ðàâíîâåñíîé äëè-
íîé). Ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà òàêîãî îñöèëëÿòîðà ω =

√
k/m. Èñïîëüçóÿ

ýòî îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ îñöèëëÿòîðà ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå U = 1

2
mω2x2.

Çàïèøåì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà 3.4

Hψ(x) = Eψ(x), (3.41)

ãäå ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H = − ~
2

2m

∂2

∂x2
+

1

2
mω2x2. (3.42)

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå

ξ =
x

x0

, x0 =

√
~

mω
, ε =

2E

~ω
. (3.43)

Ôîðìàëüíî ââåäåííûé çäåñü ïàðàìåòð x0, êàê ìû óâèäèì íèæå, èìååò
ñìûñë àìïëèòóäû òàê íàçûâàåìûõ íóëåâûõ êîëåáàíèé êâàíòîâîãî îñ-
öèëëÿòîðà. Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (3.41)
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ïðèíèìàåò âèä {
∂2

∂ξ2
− ξ2 + ε

}
ψ(ξ) = 0. (3.44)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.44) íà÷íåì ñ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïî-
âåäåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ψ(ξ) ïðè ξ → ∞. Ïóñòü ξ íàñòîëüêî âåëèêî,
÷òî âåëè÷èíîé ε ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (3.44) ïîëó÷èì
áîëåå ïðîñòîå {

∂2

∂ξ2
− ξ2

}
ψ(ξ) = 0. (3.45)

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âîëíîâîé
ôóíêöèè ψ(ξ) ïðè ξ →∞ èìååò âèä

ψ(ξ →∞) → exp

{
−ξ2

2

}
. (3.46)

ãäå çíàê ìèíóñ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû âûáðàí èç óñëîâèÿ îãðàíè÷åí-
íîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà äîñòàòî÷íî ñèëüíî
çàòóõàåò ïðè áîëüøîì îòêëîíåíèè îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëíîé âîëíîâîé ôóíêöèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿ-
òîðà ïðåäñòàâèì ýòó ôóíêöèþ ψ(ξ) â âèäå

ψ(ξ) = v(ξ)e−ξ2/2. (3.47)

Ïîäñòàâèì (3.47) â óðàâíåíèå (3.44) è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè v(ξ)

v′′ − 2ξv′ + (ε− 1)v = 0. (3.48)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå v(ξ) ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

v(ξ) =
∑

k=0

bkξ
k. (3.49)

Ïîäñòàâèâ (3.49) â (3.48), è ñãðóïïèðîâàâ ÷ëåíû ñ îäèíàêîâûìè ïîêàçà-
òåëÿìè ñòåïåíè ξk, ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöè-
åíòîâ ðÿäà

bk+2 = bk
2k + 1− ε

(k + 1)(k + 2)
. (3.50)
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×òîáû ôóíêöèÿ (3.47) áûëà êîíå÷íîé, ò.å. èìåëà ôèçè÷åñêèé ñìûñë,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèè v ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ïîëèíîìû êîíå÷íî-
ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ξ. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ íåîáõîäèìî
÷òîáû ðÿä (3.49) îáðûâàëñÿ íà êàêîì íèáóäü ÷ëåíå k = n. Ýòî âîçìîæíî
ñäåëàòü, ïîòðåáîâàâ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà

2n + 1− ε = 0. (3.51)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è (3.43)ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà, ïðè
êîòîðûõ âîëíîâûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè

En = ~ω
(

n +
1

2

)
. (3.52)

Âûðàæåíèå (3.52) îïðåäåëÿåò ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà, ïðè÷åì, êàê ëåãêî âèäåòü, ýòîò ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ ýêâèäèñòàíò-
íûì, ò.å. ðàçíîñòü ýíåðãèé ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ýíåðãåòè÷å-
ñêèìè óðîâíÿìè ðàâíî ~ω. Îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà, ò.å. ñîñòîÿíèåì ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé, ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå ïðè
n=0. Èç (3.52) ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà E0 = ~ω/2 6= 0. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, äëÿ êëàññè÷å-
ñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ
íóëåâûì çíà÷åíèåì ïîëíîé ýíåðãèè. Îòëè÷èå îò íóëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî êâàí-
òîâûì ýôôåêòîì, êîòîðûé íå èìååò êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà. Â îñíîâíîì
ñîñòîÿíèè êâàíòîâûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñîâåðøàåò òàê íàçûâà-
åìîå íóëåâûå êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé x0 (ñì. (3.43)).

Ìû íå áóäåì äàëåå ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ
(3.48), åãî ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ ðóêîâîäñòâàõ ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå
èëè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Ïðåäñòàâèì çäåñü îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëü-
òàò. Ôóíêöèè v(ξ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèíîìû Ýðìèòà

v(ξ) ≡ Hn(ξ) = (−1)neξ2 dn

dξn

(
e−ξ2

)
. (3.53)

Îðòîíîðìèðîâàííûå (ñì. (??)) ôóíêöèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà
èìåþò âèä

ψn(ξ) = Ane
−ξ2/2Hn(ξ), (3.54)

ãäå An = (
√

π2nn!)
−1/2 - íîðìèðîâî÷íûå êîýôôèöèåíòû. Çàìåòèì, ÷òî

åñëè îò áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàò ξ ïåðåéòè îáðàòíî ê îáû÷íûì êîîð-
äèíàòàì x, òî íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü íàäî ïèñàòü â âèäå An =

(
√

π2nn!x0)
−1/2

.
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Ïðèâåäåì ÿâíûé âèä íåñêîëüêèõ ïåðâûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ψn ãàð-
ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà è ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèé En

n=0, E0 = 1
2~ω, ψ0 = 1√

π1/2
e−ξ2/2

n=1, E1 = 3
2~ω, ψ1 = 1√

π1/22
2ξe−ξ2/2

n=2, E2 = 5
2~ω, ψ2 = 1√

π1/223
(4ξ2 − 2)e−ξ2/2

n=3, E3 = 7
2~ω, ψ3 = 1√

π1/23·24
(8ξ3 − 12ξ)e−ξ2/2

Ýíåðãèÿ òàê íàçûâàåìûõ íóëåâûõ (n = 0) êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
E0 = 1

2
~ω 6= 0. Ýòî ÷èñòî êâàíòîâûé ýôôåêò, ò.ê. êëàññè÷åñêèé îñöèëëÿ-

òîð â ýòîì ñîñòîÿíèè íå ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ è åãî ýíåðãèÿ ðàâíà ïðè
ýòîì íóëþ. Åñëè ôîðìàëüíî çàïèñàòü ðàâåíñòâî

1

2
~ω =

1

2
mω2x2

0,

òî îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü äëÿ àìïëèòóäû íóëåâûõ êîëåáàíèé ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå

x0 =

√
~

mω
. (3.55)

Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ïàðàìåòðîì îáåçðàçìåðèâàíèÿ ïåðåìåííûõ,
ââåäåííîì âûøå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèâåäåííûé âûâîä ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî
èëëþñòðàòèâíûì. Ñòðîãèé âûâîä ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ îñíîâàí íà äîêàçà-
òåëüñòâå, ÷òî íóëåâûå êîëåáàíèÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà åñòü ñëåäñòâèå
ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííîñòåé Ãåéçåíáåðãà.

Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèé ôîðìàëèçì
òåîðèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû â íåñêîëüêî èíîì âèäå, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ âåñüìà óäîáíûì
ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ ñ ó÷àñòèåì êîëåáàíèé ÷àñòèö â
ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåìàõ, íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè ýëåêòðîí - êî-
ëåáàòåëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé â ìîëåêóëÿðíûõ.

×òîáû ïîëó÷èòü íîâîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïèñàíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà ïðîäåëàåì ðÿä ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ñíà÷àëà
ïîëó÷èì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà. Äëÿ ïåðâîé
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ïðîèçâîäíîé ïî ξ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà Hn(ξ) (3.53) ìîæíî ïîëó÷èòü äâà
ñîîòíîøåíèÿ (â êà÷åñòâå ïîëåçíîãî óïðàæíåíèÿ ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëþ
ïîëó÷èòü èõ) 




H ′
n = 2nHn−1,

H ′
n = 2ξHn −Hn+1,

(3.56)

ïðèðàâíèâàÿ êîòîðûå, ïîëó÷èì

ξHn = nHn−1 +
1

2
Hn+1. (3.57)

Äîìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî íà Ane
−ξ2/2 è ó÷òÿ ÿâíûé âèä íîðìèðîâî÷íûõ

êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷èì

ξψn =

√
n

2
ψn−1 +

√
n + 1

2
ψn+1. (3.58)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ (3.54) ïî ξ, èñïîëüçóÿ ïðåä-
ñòàâëåíèå (3.56), ïîëó÷èì äâà âûðàæåíèÿ

{
∂ψn

∂ξ
= −ξψn + 2

√
n
2
ψn−1,

∂ψn

∂ξ
= ξψn −

√
2
√

n + 1ψn+1.
(3.59)

Ýòè âûðàæåíèÿ ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü â íåñêîëüêî èíîì âèäå




1√
2

(
ξ + ∂

∂ξ

)
ψn =

√
nψn−1,

1√
2

(
ξ − ∂

∂ξ

)
ψn =

√
n + 1ψn+1.

(3.60)

Äàëåå, ââåäåì îïåðàòîð

p̂ξ = −i
∂

∂ξ
. (3.61)

Òîãäà âûðàæåíèÿ (3.60) ïðèìóò âèä
{

1√
2
(ξ + ip̂ξ)ψn =

√
nψn−1,

1√
2
(ξ − ip̂ξ)ψn =

√
n + 1ψn+1

(3.62)

Òåïåðü ââåäåì òàêèå îïåðàòîðû
{

â = 1√
2
(ξ + ip̂ξ)

â+ = 1√
2
(ξ − ip̂ξ)

(3.63)
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Âûðàçèì îòñþäà îïåðàòîðû êîîðäèíàòû (ñìåùåíèÿ) è èìïóëüñà ÷åðåç
îïåðàòîðû â è â+

ξ̂ = 1√
2
(â + â+)

∂̂
∂ξ

= 1√
2
(â− â+)

(3.64)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âåñüìà âàæíûìè, ò.ê. âûðàæàþò îïåðàòîðû
êîîðäèíàòû (ñìåùåíèÿ) îñöèëëÿòîðà è åãî èìïóëüñà ÷åðåç îïåðàòîðû
â è â+. ×òîáû ëó÷øå îöåíèòü âàæíîñòü è óäîáñòâî òàêîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ, ïðîàíàëèçèðóåì ñíà÷àëà äåéñòâèå îïåðàòîðîâ â è â+ íà âîëíî-
âûå ôóíêöèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Èñïîëüçóÿ (3.63), óðàâíåíèÿ
(3.62) ïðåäñòàâèì â âèäå

{
âψn =

√
nψn−1,

â+ψn =
√

n + 1ψn+1.
(3.65)

Èç ýòèõ óðàâíåíèé âèäíî, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà â íà ψn ñîñòîèò â
ïåðåâîäå ôóíêöèè ψn â ôóíêöèþ ψn−1, óìíîæåííóþ íà √n, à äåéñòâèå
îïåðàòîðà â+ çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåâîäå ôóíêöèè ψn â ôóíêöèþ ψn+1, óìíî-
æåííóþ íà

√
n + 1. Íàïðèìåð, âψ1 = ψ0 èëè â+ψ1 =

√
2ψ2. Â ïåðâîì

ñëó÷àå ýíåðãèÿ íà÷àëüíàÿ ñèñòåìû E1 = 3
2
~ω ïîíèçèëàñü, ïðèíÿâ çíà÷å-

íèå E0 = 1
2
~ω, ò.å. ýíåðãèÿ, ðàâíàÿ êîëåáàòåëüíîìó êâàíòó ~ω èñ÷åçëà.èç

îñöèëëÿòîðà. Âî âòîðîì ñëó÷àå, íàîáîðîò, ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà óâåëè-
÷èëàñü íà ýíåðãèþ êîëåáàòåëüíîãî êâàíòà, ïðèíÿâ çíà÷åíèå E2 = 5

2
~ω.

Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîì ñëó÷àå ó íàñ èñ÷åç êîëåáàòåëüíûé êâàíò èç
íàøåãî îñöèëëÿòîðà, à âî âòîðîì ñëó÷àå, íàîáîðîò, âîçíèê òàì. Âîïðîñ
î òîì, êóäà èñ÷åçàåò è îòêóäà áåðåòñÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà ìû îáñóäèì
íèæå ïðè ðàññìîòðåíèè ýëåêòðîí - êîëåáàòåëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé.

Îïåðàòîðû â è â+ ñîîòâåòñòâóþò òàê íàçûâàåìîìó ïðåäñòàâëåíèþ
÷èñåë çàïîëíåíèÿ, êîòîðîå óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ
èç áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö. Èç ñîîòíîøåíèé (3.65) âèäíî, ÷òî óêàçàíèå
êâàíòîâîãî ÷èñëà n ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò ñîñòîÿíèå îñöèëëÿòîðà. Åñ-
ëè óñëîâèòüñÿ íàçûâàòü îäíîêâàíòîâîå âîçáóæäåíèå îñöèëëÿòîðà n = 1,
îäíîôîíîííûì âîçáóæäåíèåì; n = 2 - äâóõôîíîííûì âîçáóæäåíèåì è
ò.ä., òî òîãäà ÷èñëî n îïðåäåëÿåò ÷èñëî ôîíîíîâ â ñîîòâåòñòâóþùåì ñî-
ñòîÿíèè îñöèëëÿòîðà. Êàæäûé ôîíîí èìååò ýíåðãèþ ~ω. Ñîñòîÿíèå ψn

ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ n ôîíîíîâ ñ îáùåé ýíåðãèåé n~ω. Ôóíêöèþ ψn

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî n - ÷èñëà
ôîíîíîâ â äàííîì ñîñòîÿíèè. Äåéñòâèå îïåðàòîðîâ â è â+ íà ýòó ôóíê-
öèþ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè (3.65). Ýòè îïåðàòîðû, êàê ëåãêî âèäåòü,
äåéñòâóþò íà ÷èñëà çàïîëíåíèÿ n, óìåíüøàÿ èëè óâåëè÷èâàÿ ýòî ÷èñëî
íà åäèíèöó. Ïîýòîìó îïåðàòîð â íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì óíè÷òîæåíèÿ
ôîíîíîâ, à îïåðàòîð â+ - îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ ôîíîíîâ.
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Äîïóñòèì, ÷òî íà îñöèëëÿòîð äåéñòâóåò íåêîòîðàÿ ñèëà, âûçûâàþùàÿ
îòêëîíåíèå ýòîãî îñöèëëÿòîðà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ýòîìó ñìåùå-
íèþ ìîæíî ñîïîñòàâèòü îïåðàòîð âèäà (3.64) ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôè-
öèåíòà. Òîãäà äåéñòâèå âíåøíåé ñèëû ìîæíî òðàêòîâàòü â òåðìèíàõ èç-
ìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ìû âèäåëè âûøå,
îí áóäåò ëèáî âîçáóæäàòüñÿ, ëèáî, íàîáîðîò, ïåðåõîäèòü â áîëåå íèçêîå
ñîñòîÿíèå. Ìû ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ýòèõ îïåðàòîðîâ ïðè èçó÷åíèè
ýëåêòðîí - êîëåáàòåëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé â ñëåäóþùåé ãëàâå.

Ïîëüçóÿñü âûøåïðèâåäåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè ëåãêî âûðàçèòü ãà-
ìèëüòîíèàí ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ÷åðåç îïåðàòîðû â è â+. Äåé-
ñòâèòåëüíî, âû÷èñëèâ êîììóòàòîð [â, â+], ïîëó÷èì

ââ+ − â+â = 1. (3.66)

Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå, à òàêæå (3.63), ïðåäñòàâèì ãàìèëüòîíèàí ãàð-
ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

Ĥ =
~ω
2

(ξ̂2 + p̂2
ξ)

â âèäå
Ĥ = ~ω

(
â+â +

1

2

)
. (3.67)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà n̂ = â+â íà ôóíêöèþ ψn ñâîäèòñÿ
ê óìíîæåíèþ ýòîé ôóíêöèè íà ÷èñëî n. Îïåðàòîð n̂ íàçûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì ÷èñëà ôîíîíîâ (èëè êîëåáàòåëüíûõ êâàíòîâ). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ãàìèëüòîíèàí (3.67)

En = ~ω
(

n +
1

2

)

ðàâíû ÷èñëó ôîíîíîâ â äàííîì ñîñòîÿíèè è îïðåäåëÿþò ýíåðãèþ ñèñòå-
ìû.

3.5 Äâèæåíèå ÷àñòèöû â öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íîì ïîëå

Öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì íàçûâàåòñÿ ïîëå, ïî-
òåíöèàë êîòîðîãî çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî íåêîòîðîé òî÷êè ïðî-
ñòðàíñòâà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ïîëÿ, ò.å. U = U(r). Ïðåäñòàâèì
óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â âèäå [u0]

∇2ψ + k2(r)ψ = 0, (3.68)
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ãäå k2(r) = 2m
~2 (E−U(r)), à ïîëå U(r) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì. Äëÿ ñèñòåì

ñ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íàèáîëåå óäîáíîé ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò (r, θ, φ). Îïåðàòîð Ëàïëàñà â ýòîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå
èìååò âèä

∇2 =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2

(
∂2

∂θ2
+ ctgθ ∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

)
≡ ∇2

r +
1

r2
∇2

Ω.

Çäåñü, ñîãëàñíî (2.43), óãëîâàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∇2
Ω ïðàêòè÷å-

ñêè ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà ÷àñòèöû (ìîìåíòà
èìïóëüñà).

Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå (3.68) ìåòîäîì Ôóðüå, ò.å. ìåòîäîì ðàçäåëå-
íèÿ ïåðåìåííûõ. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ψ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

ψ(r, θ, φ) = R(r)Y (θ, φ.)

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (3.68) è óìíîæàÿ îáå åãî ÷àñòè íà
r2

R(r)Y (θ,φ)
, ïîëó÷èì [u01]

r2∇2
rR(r)

R(r)
+ r2k2 = −∇

2
ΩY (θ, φ)

Y (θ, φ)
= λ, (3.69)

ãäå λ - ïîñòîÿííàÿ ðàçäåëåíèÿ. Îòñþäà ïîëó÷àþòñÿ äâà óðàâíåíèÿ [u02]

∇2
rR +

(
k2 − λ

r2

)
R = 0 (3.70)

è [u03]
∇2

ΩY + λY = 0 (3.71)
Óðàâíåíèå (3.71) äëÿ ôóíêöèè Y (θ, φ) íå ñîäåðæèò êîîðäèíàòû r è íå çà-
âèñèò îò êîíêðåòíîãî âèäà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U(r), ñëåäîâàòåëüíî,
åãî ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî öåíòðàëüíîãî ïîëÿ.

3.5.1 Òåîðèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà
Âûøå ìû óæå îïðåäåëèëè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ îïåðàòîðà ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà íà çàäàííîå íàïðàâëåíèå, ò.å.
îïåðàòîðà L̂z (2.51). Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ïîäðîáíî çàäà÷ó íà ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êâàäðàòà îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà [u1]

L̂2Y (θ, φ) = L2Y (θ, φ) èëè − ~2∇2
ΩY = L2Y, (3.72)
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ãäå ïîñðåäñòâîì L2 îáîçíà÷åíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L̂2.
Óäîáíåå ðåøàòü ìàòåìàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå [u2]

∇2
ΩY = −λY, (3.73)

ãäå λ = L2/~2. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óðàâíåíèå [u3]

∇2
ΩY + λY = 0 (3.74)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ (ìåòîäîì Ôóðüå). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì èñêîìóþ ôóíêöèþ
Y (θ, φ) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé T (θ) è Φ(φ), êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé, ò.å. [u4]

Y (θ, φ) = T (θ)Φ(φ). (3.75)

Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ (3.75) â óðàâíåíèå (3.74) è, âîñïîëüçîâàâøèñü ÿâ-
íûì âèäîì óãëîâîé ÷àñòè îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ [u5]

1
sin θ

d
dθ

(
sin θ dT

dθ

)
+

(
λ− m2

sin2 θ

)
T = 0,

d2Φ
dφ2 + m2Φ = 0,

(3.76)

ãäå m2 - ïîñòîÿííàÿ ðàçäåëåíèÿ.
Ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ (3.76) ëåãêî íàõîäÿòñÿ. Åãî ìîæíî ïðåä-

ñòàâèò â íåñêîëüêèõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìàõ [u6]

Φ(φ) = C1e
imφ+C2e

−imφ = A1 cos mφ+A2 sin mφ = B cos(mφ+φ0), (3.77)

ãäå êîýôôèöèåíòû Cj, Aj, B, íà÷àëüíàÿ ôàçà φ0 è êîíñòàíòà íîðìè-
ðîâêè îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Ãðà-
íè÷íîå óñëîâèå, íàêëàäûâàåìîå íà ôóíêöèþ Φ(φ), ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì
ïåðèîäè÷íîñòè ýòîé ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì 2π, ò.å. äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
ñîîòíîøåíèå

Φ(φ + 2π) = Φ(φ).

Èç ýòîãî óñëîâèÿ âûòåêàåò, íàïðèìåð, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåí-
ñòâî

eimφ = e−imφ = 1,

îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî m = 0,±1,±2, ..., ò.å. m äîëæíî
áûòü öåëûì ÷èñëîì.
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Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ (3.76) îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèè T (θ), ïðè÷åì, êàê èçâåñòíî, θ ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 0 ≤ θ ≤ π. Âåäåì
íîâóþ ïåðåìåííóþ x = cos θ, ïðè ýòîì −1 ≤ x ≤ 1, à òàêæå ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå T (θ) → y(x). Òîãäà óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî èñêîìîé ôóíêöèè
y(x) ïðèìåò âèä [u7]

[
(1− x2)y′

]′
+

(
λ− m2

1− x2

)
y = 0. (3.78)

Ôóíêöèÿ T (θ), à ñëåäîâàòåëüíî è ôóíêöèÿ y(x), ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííû-
ìè âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíè íå ñîîòâåòñòâî-
âàëè áû ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè, ò.å. |y(x)| ≤ M = const. Èç óðàâíåíèÿ
(3.78) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè x = ±1 ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè, ò.ê. ïðè ýòîì çíà-
ìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â íóëü. ×òîáû èñêëþ÷èòü ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
â ýòèõ òî÷êàõ, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå [u8]

y = (1− x2)
S
2 u(x), (3.79)

ãäå s - ïàðàìåòð, òðåáóþùèé îïðåäåëåíèÿ, à ôóíêöèþ u(x) íåîáõîäèìî
áóäåò îïðåäåëèòü èç äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ. Ïîäñòàâèì ýòîò
âèä ôóíêöèè y(x) â óðàâíåíèå (3.78) è, ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
ïîëó÷èì [u9]

(1− x2)u′′(x)− 2x(s + 1)u′(x) +

[
λ− s2 − s +

s2 −m2

1− x2

]
= 0. (3.80)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü îñîáåííîñòü, íåîáõîäèìî ïîëîæèòü

s = ±|m|.

Ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì çíàêàì ïàðàìåòðà±s, ìîãóò îòëè÷àòü-
ñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü, ò.å.

y(|m|) = Ay(−|m|).

Â ñèëó ýòîãî îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì s = m ≥ 0. Óðàâíåíèå (3.80) ïðèíè-
ìàåò âèä [u10]

(1− x2)u′′ − 2x(m + 1)u′ + [λ−m(m− 1)]u = 0. (3.81)

Ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèè u(x) áóäåì èñêàòü â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà [u11]

u(x) =
∑

k=0

akx
k. (3.82)
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Ïîäñòàâèâ (3.82) â óðàâíåíèå (3.81), âûïîëíèâ äèôôåðåíöèðîâàíèå è
ñãðóïïèðîâàâ ÷ëåíû ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè x, ïîëó÷èì, ÷òî [u12]
∑

k=0

[ak+2(k + 1)(k + 2)− ak{k(k − 1) + 2k(m + 1)− [λ−m(m + 1)]}] xk = 0.

(3.83)
Â ñèëó òîãî, ÷òî u(x) (3.82) ïðåäïîëàãàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.81),
òî ðàâåíñòâî (3.83) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüñÿ òîæäåñòâåííî. Ñëåäîâàòåëü-
íî, èñêëþ÷àÿ òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ìû äîëæíû ïîëîæèòü âñå êîýôôè-
öèåíòû ðÿäà (3.83) òîæäåñòâåííî ðàâíûìè íóëþ. Èç ýòîãî óñëîâèÿ âû-
òåêàåò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà (3.82)
[u13]

ak+2 = −λ− (k + m)(k + m + 1)

(k + 1)(k + 2)
ak. (3.84)

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè èíäåêñîâ âûäå-
ëÿþòñÿ ëèáî ÷åòíîå ëèáî íå÷åòíîå ðåøåíèÿ äëÿ u(x), à, ñëåäîâàòåëü-
íî, è äëÿ y(x), êîòîðûå îáðàçóþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (3.81). Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè èñêîìîé ôóíêöèè, ðÿä (3.82)
äîëæåí ïðåäñòàâëÿòü êîíå÷íûå ïîëèíîìû, ò.å. äîëæåí îáðûâàòüñÿ íà
êàêîì-íèáóäü ÷ëåíå. Òîãäà, â ñèëó (3.84), âñå ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ðÿäà
áóäóò ðàâíû íóëþ. Ïðåäïîëîæèì ðÿä îáðûâàåòñÿ íà ÷ëåíå ñ èíäåêñîì
q, ò.å. aq 6= 0, à ïîñëåäóþùèé aq+2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ðåêóððåíòíîãî
ñîîòíîøåíèÿ (3.84) ïîëó÷èì óñëîâèå îáðûâà ðÿäà [u14]

λ = (q + m)(q + m + 1). (3.85)

Â ñèëó òîãî, ÷òî m = 0, 1, 2, ..., òî ìîæíî ââåñòè íîâîå îáîçíà÷åíèå

l = q + m,

ïðè÷åì l = 0, 1, 2, ..., íî ïðè ýòîì âåñüìà ñóùåñòâåííî, ÷òî

l ≥ m.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîëó÷àåì âûðàæåíèå [u15]

λ = l(l + 1). (3.86)

èëè [u16]

L2 = ~2 l(l + 1), ñîîòâåòñòâåííî, L = ~
√

l(l + 1). (3.87)

Êâàíòîâîå ÷èñëî l ïîëó÷èëî íàçâàíèå îðáèòàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà,
ò.ê. îíî îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êâàäðàòà îïåðàòîðà ìîìåíòà
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èìïóëüñà èëè óãëîâîãî ìîìåíòà. Êâàíòîâîå ÷èñëî m, îïðåäåëÿþùåå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà íà âûäåëåííîå
íàïðàâëåíèå, ïîëó÷èëî íàçâàíèå ìàãíèòíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà. Ýòî îáó-
ñëîâëåíî òåì, ÷òî âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå (îñü "z") ÷àñòî ñîçäàåò âåêòîð
ìàãíèòíîé èíäóêöèè.

Äëÿ êîíå÷íûõ ïîëèíîìîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ èç ðÿäà (3.82) è ÿâëÿþùèõ-
ñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ðåøåíèÿìè ãðàíè÷íîé çàäà÷è
Øòóðìà - Ëèóâèëëÿ íà ñôåðå2, Ëåæàíäð ïðåäëîæèë ôîðìóëó, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåò âñå òàêèå ïîëèíîìû è êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè Ëå-
æàíäðà èëè ïðèñîåäèíåííûìè ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, m = 0 èëè m 6= 0, ñîîòâåòñòâåííî [u17]

Pm
l (x) =

1

2ll!
(1− x2)m/2 dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l. (3.88)

Âû÷èñëèâ íîðìó ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, äëÿ íàøåé èñêîìîé ôóíêöèè
(3.79) ïîëó÷èì âûðàæåíèå

Ylm(x) =

√
(2l + 1)(l −m)!

2(l + m)!
Pm

l (x).

Îáúåäèíèâ ðåøåíèÿ äëÿ Φ(φ) è T (θ) çàïèøåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò äëÿ
èñêîìîé ôóíêöèè Y (θ, φ) (3.75) [u18]

Ylm(θ, φ) ≡ Y m
l (θ, φ) = am

√
(2l + 1)(l − |m|)!

4π(l + |m|)! P
|m|
l (cos θ) eimφ. (3.89)

Çäåñü ó÷òåíà íîðìèðîâêà äëÿ ôóíêöèè Φ (ñì. (2.51)), àðãóìåíò x çàìåíå
îáðàòíî íà cos θ, à êîýôôèöèåíò am îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

am = 1 ïðè m ≥ 0,
am = (−1)m ïðè m < 0.

3.5.2 Êâàíòîâûé ðîòàòîð
Ðîòàòîð - ýòî ÷àñòèöà, ñâîáîäíî äâèæóùàÿñÿ ïî ñôåðå çàäàííîãî ðàäè-
óñà r = a = const, Ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
÷àñòèöû U(~r) = U(a) = const ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîñòîÿííîé íà ïî-
âåðõíîñòè ñôåðû. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì ïîëîæèòü ýòó êîí-
ñòàíòó ðàâíîé íóëþ. Òàêîé ïîòåíöèàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó-
÷àé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ïîëÿ. Â ñèëó ýòîãî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

2Ýòà çàäà÷à áûëà óæå ðåøåíà â 18 âåêå
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Øðåäèíãåðà (3.68) ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå

ψ(r, θ, φ) = R(r)Ylm(θ, φ),

ãäå ôóíêöèè Ylm îïðåäåëåíû âûðàæåíèåì (3.89). Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíå-
íèåì (3.70) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà. Âûïèñûâàÿ â ÿâíîì âèäå ïàðàìåòð k2, ïîëó÷èì [v1]

∇2
rR(r) +

[
2mE

~2
− l(l + 1)

r2

]
R(r) = 0. (3.90)

Â ñèëó òîãî, ÷òî r = a = const, òî R(r) = R(a) = const è, ñëåäîâàòåëüíî,
∇2

rR(a) = 0. Îòñþäà ìû ñðàçó ïîëó÷àåì ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ðîòàòîðà
[v2]

El =
~2l(l + 1)

2ma2
èëè El =

~2l(l + 1)

2I
, (3.91)

ãäå I = ma2 - ìîìåíò èíåðöèè ÷àñòèöû. Ôèçè÷åñêîé ìîäåëüþ ðîòàòîðà
ìîæåò ñëóæèòü âðàùàþùàÿñÿ æåñòêàÿ äâóõàòîìíàÿ ìîëåêóëà.

Â ñèëó òîãî, ÷òî âîëíîâûå ôóíêöèè ðîòàòîðà Ylm(θ, φ) çàâèñÿò íå
òîëüêî îò îðáèòàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà l, íî è îò ìàãíèòíîãî êâàí-
òîâîãî ÷èñëà m (íàïîìíèì, −l ≤ m ≤ l ), à ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè
îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî êâàíòîâûì ÷èñëîì l, òî ýòè ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè
ÿâëÿþòñÿ (2l + 1) - êðàòíî âûðîæäåííûìè.

Ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñîñòîÿíèé ðîòàòîðà èëè, â áî-
ëåå îáùåì ñëó÷àå, óãëîâîãî ìîìåíòà:

l = 0 s− ñîñòîÿíèå
l = 1 p− ñîñòîÿíèå
l = 2 d− ñîñòîÿíèå
l = 3 f − ñîñòîÿíèå
l = 4 g − ñîñòîÿíèå

Îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì äëÿ ðîòàòîðà ÿâëÿåòñÿ s-ñîñòîÿíèå, ïðè ýòîì
l = m = 0. Ýíåðãèÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà U(a) = const = 0, à íîðìèðî-
âàííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Y0,0 = 1√

4π
. êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôå-

ðó (ðèñ.3.6). Â àòîìå âîäîðîäà ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò óãëîâóþ ÷àñòü
1sîðáèòàëè (ñì. íèæå).

Ñîñòîÿíèå ñ l = 1 (p-ñîñòîÿíèå) õàðàêòåðèçóåòñÿ ýíåðãèåé E1 = ~2
I

è ÿâëÿåòñÿ òðåõêðàòíî âûðîæäåííûì ïî ìàãíèòíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó
m = 0,±1. Ïðè m = ±1 ýòè ôóíêöèè êîìïëåêñíû. Ñîãëàñíî ôîðìóëå

104



Ðèñ. 3.6: s-îðáèòàëü

Ðèñ. 3.7: p-îðáèòàëü

Ðèñ. 3.8: dz2-îðáèòàëü
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Ðèñ. 3.9: dxy-îðáèòàëü

(3.89), ïîëó÷èì [v3]

Y1,0 =
√

3
4π

cos θ,

Y1,1 =
√

3
8π

sin θ eiφ,

Y1,−1 = −
√

3
8π

sin θ e−iφ

(3.92)

Ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå ñ l = 1 ÿâëÿåòñÿ òðåõêðàòíî âûðîæäåííûì, òî â
ê5à÷åñòâå âîëíîâûõ ôóíêöèé p-ñîñòîÿíèÿ ìîæíî âçÿòü òðè ëþáûå ëè-
íåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé (3.92). Óäîáíî âûáðàòü òàêèå êîìáèíàöèè
ýòèõ ôóíêöèé, ÷òîáû îíè áûëè äåéñòâèòåëüíûìè. Òàê, íàïðèìåð, êîì-
áèíàöèÿ

1√
2

(Y1,1 − Y1,−1) =

√
3

4π
sin θ cos φ,

à äðóãàÿ êîìáèíàöèÿ

− i√
2

(Y1,1 + Y1,−1) =

√
3

4π
sin θ sin φ.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó äåêàðòîâûìè è ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíà-
òàìè, ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèå òðè p-ñîñòîÿíèÿ [v4]

px =
√

3
4π

sin θ cos φ,

py =
√

3
4π

sin θ sin φ,

px =
√

3
4π

cos θ.

(3.93)

Ýòè òðè ôóíêöèè è âûáèðàþò äëÿ îïèñàíèÿ p-ñîñòîÿíèÿ ðîòàòîðà. Â
àòîìå âîäîðîäà ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþò óãëîâóþ ÷àñòü 2pîðáèòàëè (ñì.
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íèæå). Êàæäàÿ èç ôóíêöèé (3.93) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé "ãàíòåëü âûòÿíó-
òóþ âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåé äåêàðòîâîé îñè. Ïðèìåð îäíîé èç íèõ ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñ. 3.7.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî âûáðàòü äåéñòâèòåëüíûå êîìáèíàöèè äëÿ ïÿòè
ôóíêöèé d-ñîñòîÿíèÿ ðîòàòîðà [v5]

dz2 =
√

15
16π

(3 cos2 θ − 1) ,

dx2−y2 =
√

15
16π

sin2 θ cos 2φ,

dxy =
√

15
16π

sin2 θ sin 2φ,

dxz =
√

15
16π

sin θ cos θ cos φ,

dyz =
√

15
16π

sin θ cos θ sin φ,

(3.94)

Íà ðèñ. 3.8 ïðåäñòàâëåíà dz2-îðáèòàëü, îíà âûòÿíóòà âäîëü îñè z. Íà
ðèñ. 3.9 èçîáðàæåíà dxy-îðáèòàëü, êîòîðàÿ ïðîåöèðóåòñÿ íà êîîðäèíàò-
íóþ ïëîñêîñòü (xy). Íà ýòó æå ïëîñêîñòü ïðîåöèðóåòñÿ îðáèòàëü dx2−y2 ,
îäíàêî ïëîñêîñòü ïîâåðíóòà âîêðóã îñè z íà óãîë 45o Àíàëîãè÷íûé âèä
èìåþò è äâå îñòàâøèåñÿ d-îðáèòàëè, êîòîðûå ïðîåöèðóþòñÿ íà ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè (xz) è (yz).

3.5.3 Àòîì âîäîðîäà.
Àòîì âîäîðîäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èç äâóõ ÷àñòèö - ïîëîæè-
òåëüíî çàðÿæåííîãî ÿäðà è îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííîãî ýëåêòðîíà. Ýëåê-
òðîí äâèæåòñÿ â ïîëå ÿäðà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì
ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì ïîëåì òî÷å÷íîãî çàðÿäà (êóëîíîâñêèì ïîëåì). Åñëè
íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâìåñòèòü ñ ÿäðîì, òî ïîòåíöèàë ýòîãî ïîëÿ çàïèøåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

U(r) = −e2

r
,

ãäå r - ðàññòîÿíèå îò ÿäðà, e - ýëåìåíòàðíûé çàðÿä. Ïî ñâîåé ïîñòàíîâ-
êå ýòà çàäà÷à àíàëîãè÷íî çàäà÷å î äâèæåíèè ïëàíåò âîêðóã öåíòðàëü-
íîé çâåçäû, ïîýòîìó íîñèò òàêæå íàçâàíèå êåïëåðîâîé çàäà÷è. Çàäà÷ó
äâóõ òåë, êàê èçâåñòíî, óäîáíî ðåøàòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé
ñ öåíòðîì ìàññ. Â ýòîì ñëó÷àå ìàññû òî÷åê çàìåíÿþòñÿ òàê íàçûâàåìîé
ïðèâåäåííîé ìàññîé

µ =
mM

m + M
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ìàññà ýëåêòðîíà â 1836 ðàç ìåíüøå ìàññû ïðîòîíà, òî
ïðèâåäåííàÿ ìàññà ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò ìàññû ýëåêòðîíà è â
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ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ýòèì ðàçëè÷èåì ìîæíî âïîëíå ïðåíåáðå÷ü. Îäíà-
êî ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïðåöèçèîííûå ñïåêòðàëüíûå èçìåðåíèÿ ïîêàçàëè,
÷òî â òî÷íûõ ðàñ÷åòàõ ýòî ðàçëè÷èå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü. Â ïðèíöèïå
çàðÿä ÿäðà ìîæåò áûòü ëþáûì â ïðåäåëàõ òàáëèöû Ìåíäåëååâà. Ëþáîé
àòîì ìîæíî èîíèçèðîâàòü äî ñîñòîÿíèÿ, êîãäà îò åãî ýëåêòðîííîé îáî-
ëî÷êè îñòàíåòñÿ âñåãî îäèí ýëåêòðîí. Òàêîé àòîì íàçûâàåòñÿ âîäîðîäî-
ïîäîáíûì è çàðÿä åãî ÿäðà ðàâåí Ze, ãäå Z ïîðÿäêîâûé íîìåð ýëåìåíòà
â ïåðèîäè÷åñêîé òàáëèöå. Äëÿ îáùíîñòè ìû ðàññìîòðèì âîäîðîäîïîäîá-
íûé àòîì, òîãäà ïîòåíöèàë áóäåò èìåòü âèä [v6]

U(r) = −Ze2

r
. (3.95)

Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ïîëÿ ðåøåíèå äëÿ óãëî-
âîé ÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà èìåþò îäèíàêîâûå ðåøåíèÿ, òî íàì äëÿ ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (3.68) ñ ïîòåíöèàëîì (3.95) îñòàëîñü ðåøèòü
óðàâíåíèå (3.70), ãäå λ = l(l + 1). Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (3.70) ê ñëåäó-
þùåìó âèäó [v7]

∇2
rR(r) +

2m

~2

(
E +

Ze2

r
− ~

2l(l + 1)

2m r2

)
R(r) = 0. (3.96)

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ óäîáíî îò ôóíêöèè R(r) ïåðåéòè ê ôóíê-
öèè

F (r) = r R(r).

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå îïåðàöèÿ∇2
rR(r) = ∂2R

∂r2 + 2
r

∂R
∂r

ïðåäñòàâèòñÿ
â âèäå

∇2
rR =

1

r

d2F

dr2
,

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì.
Êðîìå ýòîãî ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâåííî, êîîð-

äèíàòû è ýíåðãèþ [v8]
ρ =

r

a0

, ε =
E

E0

, (3.97)

ãäå
a0 =

~2

me2

íàçûâàåòñÿ áîðîâñêèì ðàäèóñîì (ñì. ðàçäåë Êâàíòîâàíèå áîðîâñêèõ îð-
áèò), à

E0 =
e2

a0

=
me4

~2
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäâîåííóþ ýíåðãèþ èîíèçàöèè àòîìà âîäîðîäà è â
àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö íàçûâàåòñÿ 1 Õàðòðè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî dr2 =
a2

0dρ2, äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ àòîìà âîäîðîäà
ïîëó÷èì óðàâíåíèå [v9]

d2F

dρ2
+

(
2ε +

2Z

ρ
− l(l + 1)

ρ2

)
F = 0. (3.98)

Ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè , ÷òî ε <
0. Â ñâÿçè ñ ýòèì óäîáíî ââåñòè ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó α, êîòîðàÿ
ñâÿçàíà ñ ε ñëåäóþùèì îáðàçîì

α2 = −2ε.

Îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè âîëíîâîé ôóíêöèè ïðè-
íèìàåò âèä [v10]

(
d2

dρ2
− α2 +

2Z

ρ
− l(l + 1)

ρ2

)
F = 0. (3.99)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè ρ →
0 è ρ →∞. Ïðè ρ →∞, ïðåíåáðåãàÿ äâóìÿ ïîñëåäíèìè ñëàãàåìûìè, ò.ê.
îíè ïðè ýòîì ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, èç (3.99) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå
[v11] (

d2

dρ2
− α2

)
F = 0. (3.100)

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ õîðîøî èçâåñòíî [v12]

F (ρ) = A eαρ + B eαρ. (3.101)

Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé íàäî ïîëîæèòü êîýôôèöèåíò B = 0, ò.ê. â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè
ïðè ρ →∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàáëþäåíèÿì.

Ïðè ρ → 0 â óðàâíåíèå (3.99) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü α2, ò.ê. äðóãèå ÷ëåíû
áóäóò ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ýòîì óñëîâèè. Ìû ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå [v13] (

d2

dρ2
+

2Z

ρ
− l(l + 1)

ρ2

)
F = 0. (3.102)

Åãî ðåøåíèÿ ìîæíî ïîïðîáîâàòü èñêàòü â âèäå ñòåïåííîé ôóíêöèè

F ∼ ρq.
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Ïîäñòàâèâ ýòî âèä ôóíêöèè F â óðàâíåíèå (3.102), ïîëó÷èì

q(q − 1)ρq−2 + 2Zρq−1 − l(l + 1)ρq−2 = 0.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïðè ρ → 0 ñòåïåíè ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì ρq−2 >> ρq−1,
òî èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì

q(q − 1) = l(l + 1).

Ðåøàÿ ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî q, ïîëó÷èì

q =

{ −l
l + 1

×òîáû ôóíêöèÿ F (ρ) → 0 ïðè ρ → 0, íåîáõîäèìî âûáðàòü

q = l + 1.

Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè F (ρ) ïðè ρ → 0
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

F (ρ → 0) ∼ ρl+1.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.99) òåïåðü ìîæíî èñêàòü â âèäå ñòåïåí-
íîãî ðÿäà [v14]

F (ρ) = A e−αρρl+1
∑
ν=0

βνρ
ν , (3.103)

ãäå A - íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîäñòàâèâ ýòîò âèä ôóíêöèè â óðàâ-
íåíèå (3.99) è ïðîâåäÿ ãðóïïèðîâêó ÷ëåíîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ρ,
ïîëó÷èì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåííî-
ãî ðÿäà [v15]

βν+1 =
2[α(l + ν + 1)− Z]

(ν + l + 2)(ν + l + 1)− l(l + 1)
βν . (3.104)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(ρ) áûëà îãðàíè÷åííîé è íà áåñêîíå÷íîñòè
ñòðåìèëàñü ê íóëþ, íåîáõîäèìà ÷òîáû îíà âûðàæàëàñü ÷åðåç êîíå÷íûå
ïîëèíîìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåîáõîäèìî ÷òîáû ðÿä îáðûâàëñÿ íà êàêîì-
íèáóäü ÷ëåíå, íàïðèìåð íà ÷ëåíå ñ íîìåðîì ν = nr. Äëÿ ýòîãî íàäî
ïîëîæèòü [v16]

α(l + nr + 1)− Z = 0, . (3.105)
òîãäà âñå ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ðÿäà îáðàòÿòñÿ â íóëü. Èç ýòîãî óñëîâèÿ
âûðàçèì âåëè÷èíó α

α =
Z

nr + l + 1
.
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Âñïîìèíàÿ, ÷òî α2 = −2ε, ïîëó÷èì

ε = − Z2

2(nr + l + 1)2
èëè ε = − Z2

2n2
,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
n = nr + l + 1,

ïðè÷åì, ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì, à êâàíòîâîå
÷èñëî nr íàçûâàåòñÿ ðàäèàëüíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì. Ãëàâíîå êâàíòîâîå
÷èñëî íà åäèíèöó áîëüøå ñóììû ðàäèàëüíîãî nr è îðáèòàëüíîãî l êâàí-
òîâûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü íåçàâèñèìî öåëûå íåîòðèöàòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ, ò.å. nr = 0, 1, 2, ... è l = 0, 1, 2, .... Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíîå
êâàíòîâîå ÷èñëî ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
ò.å. n = 1, 2, 3, .... Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n
ìû ìîæåì ñîñòàâèò n− 1 êîìáèíàöèé ñóììû nr + l, êîòîðàÿ áóäåò ðàâíà
çàäàííîìó çíà÷åíèþ ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà.

Ïåðåéäåì îò áåçðàçìåðíîé ýíåðãèè ε ê ðàçìåðíîé âåëè÷èíå, òî ïîëó-
÷èì [v17]

En = −m e4Z2

2~2n2
. (3.106)

Ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð âîäîðîäîïîäîáíîãî
àòîìà. Ìû âèäèì, ÷òî âåëè÷èíà ýíåðãèè ïðèíèìàåò äèñêðåòíûå çíà÷å-
íèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèåì ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà.

Äàëåå, íàäî ïåðåéòè îáðàòíî îò ôóíêöèè F (ρ) ê ôóíêöèè R(r). Ìû íå
áóäåì çäåñü ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ôîðìàëüíîé ïðîöåäóðå äàëü-
íåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé3. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî êîíå÷-
íûå ïîëèíîìû äëÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèè R(r) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé â îá-
ùåì ñëó÷àå òàê íàçûâàåìûå ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëàãåððà (ñì. íè-
æå).

Îáúåäèíÿÿ ðåøåíèÿ äëÿ óãëîâîé è ðàäèàëüíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿØðå-
äèíãåðà äëÿ êåïëêðîâîé çàäà÷è, ïðåäñòàâèì òåïåðü ÿâíûé âèä íîðìèðî-
âàííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé äëÿ àòîìà âîäîðîäà (ò.å., ïîëàãàåì Z = 1) â
ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ {r, θ, φ} [forH]

ψ(r, θ, φ) = Rnl(r)Ylm(θ, φ). (3.107)

Çäåñü Rnl - ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè, à Ylm(θ, φ) - åå óãëîâàÿ
3Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî ðàññìîòðåíèÿ ýòîãî âîïðîñà ðåêîìåíäóåì ó÷åáíèê À.À.

Ñîêîëîâ, È.Ì. Òåðíîâ, Â.×. Æóêîâñêèé. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. Ì.: Íàóêà, 1979. - 528
ñ.
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÷àñòü.

Rnl(r) =

√
(n− l − 1)!

2n[(n + l)!]3

(
2

na0

)l+ 3
2

exp(−r/na0)r
lL2l+1

n+l (2r/na0),

n - ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî, l - îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî, a0 =
~2/m0e

2 - áîðîâñêèé ðàäèóñ, m0 - ìàññà è e - çàðÿä ýëåêòðîíà, Lm
k (x)

- ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëàãåððà

Lm
k (x) =

dm

dxm

[
ex dk

dxk
(xke−x)

]
.

Ôóíêöèè Ylm íàçûâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Ylm(θ, φ) = bm

√
(2l + 1)(l − |m|)!

4π(l + |m|)! P
|m|
l (cosθ)eimφ,

êîýôôèöèåíòû bm = 1 ïðè m ≥ 0 è bm = (−1)m ïðè m < 0, Pm
l (x) - ýòî

ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, èíäåêñ m íàçûâàåòñÿ ìàãíèòíûì
êâàíòîâûì ÷èñëîì

Pm
l (x) =

1

2ll!
(1− x2)m/2 dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l.

Ýíåðãèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà ïðè Z = 1 èç
(3.106) [EH]

En = −m0e
4

2~2n2
. (3.108)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð àòîìà âîäîðî-
äà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì, ò.ê. ÷èñëà n ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.
ßñíî, ÷òî ýòîò ñïåêòð íå ÿâëÿåòñÿ ýêâèäèñòàíòíûì, ò.ê. ýíåðãåòè÷åñêîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè óðîâíÿìè óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè íî-
ìåðà óðîâíåé n. Êðîìå ýòîãî îòìåòèì ñëåäóþùèé âàæíûé ìîìåíò. Âîë-
íîâûå ôóíêöèè àòîìà âîäîðîäà (ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòîíèàíà)
çàâèñÿò îò âñåõ òðåõ êâàíòîâûõ ÷èñåë n, l è m, à ýíåðãèÿ (ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà) îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñ-
ëîì n. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî ðîòàòîðà ÿâëÿþòñÿ
(2l + 1)-êðàòíî âûðîæäåííûìè ïî ìàãíèòíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó, ðàäè-
àëüíûå âîëíîâûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ (n − 1)-êðàòíî âûðîæäåííûìè ïî
ñóììå îðáèòàëüíîãî è ðàäèàëüíîãî êâàíòîâûõ ÷èñåë èëè, äðóãèìè ñëî-
âàìè, (n−1)-êðàòíî âûðîæäåííûìè ïî îðáèòàëüíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà áóäóò èìåòü ñëåäóþùóþ êðàò-
íîñòü âûðîæäåíèÿ γ

γ =
l=n−1∑

l=0

(2l + 1) = n2.

Ýòà ñóììà ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ, ò.ê. îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó àðèô-
ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Êàê ìû âèäåëè âûøå, âûðîæäåíèå ïî ìàãíèòíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó
m õàðàêòåðíî äëÿ ëþáîãî öåíòðàëüíîãî ïîëÿ. Ýòî âûðîæäåíèå îòðà-
æàåò ðàâíîïðàâíîñòü âñåõ íàïðàâëåíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êî-
îðäèíàò.Âûðîæäåíèå ïî îðáèòàëüíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó l èìååò ìåñòî
òîëüêî äëÿ ÷èñòî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðîå è ðåàëèçóåòñÿ
â àòîìå âîäîðîäà. Â äðóãèõ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ïîëÿõ âûðîæäå-
íèå ïî îðáèòàëüíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó îòñóòñòâóåò. Ïîýòîìó âûðîæäå-
íèå ïî îðáèòàëüíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó â øðåäèíãåðîâñêîé òåîðèè àòîìà
âîäîðîäà íàçûâàþò ñëó÷àéíûì. Åñëè âíåøíèì âîçäåéñòâèåì íàðóøèòü
öåíòðàëüíóþ ñèììåòðèþ (ñíÿòü âûðîæäåíèå), òî, âîîáùå ãîâîðÿ, êàæ-
äûé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü ìîæåò ðàñùåïèòüñÿ íà n2 ýíåðãåòè÷åñêèõ
ïîäóðîâíåé.

Çàâåðøàÿ ýòîò ðàçäåë, îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè (3.107) èñïîëüçóþò â
êà÷åñòâå áàçèñíûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîëåêóëÿðíûõ îðáèòàëåé â òåîðèè ìî-
ëåêóë. Ìû òàêæå âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè ôóíêöèÿìè â äàëüíåéøåì. Ïðåä-
ñòàâèì â ÿâíîì âèäå âîëíîâûå ôóíêöèè îñíîâíîãî è ïåðâîãî âîçáóæäåí-
íîãî ñîñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà, êîòîðûå íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ îöåíî÷íûõ âû÷èñëåíèé [funH0]

ψ1,0,0 ≡ ψ0 =
1√
πa3

0

exp(−r/a0). (3.109)

[v18]
ψ2,1,x = 1√

π
(2a0)

− 5
2 r e

− r
2a0 sin θ cos φ

ψ2,1,y = 1√
π
(2a0)

− 5
2 r e

− r
2a0 sin θ sin φ

ψ2,1,z = 1√
π
(2a0)

− 5
2 r e

− r
2a0 cos θ

(3.110)

Â ôóíêöèÿõ âìåñòî ìàãíèòíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà ïðîñòàâëåíû êîîðäè-
íàòíûå îñè, âäîëü êîòîðûõ âûòÿíóòû ýòè îðáèòàëè, ò.ê. ìû çäåñü èñïîëü-
çîâàëè äåéñòâèòåëüíûå êîìáèíàöèè óãëîâûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé (3.93).

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòî-
ìà âîäîðîäà (3.109) ïðè r = 0 íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. íî èìååò êîíå÷-
íîå çíà÷åíèå ψ0(0) = 1√

πa3
0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
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|ψ0|2 = 1
πa3

0
6= 0. Îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî ñóùåñòâóåò îòëè÷íàÿ îò íóëÿ âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýëåêòðîí óïàäåò íà ÿäðî?
Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ äàâàéòå ñíà÷àëà âû÷èñëèì

ðàäèóñ R îáëàñòè, â êîòîðîé ýëåêòðîí áóäåò íàõîäèòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ
p = 0.9, ò.å. âû÷èñëèì èíòåãðàë

p =

R∫

0

|ψ1,0,0|2dv =
1

πa3
0

R∫

0

e
− 2r

a0 r2 sin θdrdθdφ = 0.9.

Âû÷èñëèâ èíòåãðàë, ïîëó÷èì

1− 1

2
(ξ2 + 2ξ + 2)e−ξ = 0.9,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ξ = 2R/a0. Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå ÷èñëåííû-
ìè ìåòîäàìè èëè ãðàôè÷åñêè, íàéäåì, ÷òî ξ ' 5.3 è, ñëåäîâàòåëüíî,
R ' 2.65a0 ' 1.38�A. Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.9 ìû îáíàðó-
æèì ýëåêòðîí â øàðîâîé îáëàñòè ñ ðàäèóñîì ðàâíûì ïðèìåðíî 1.38 �A, â
öåíòðå êîòîðîé íàõîäèòñÿ ïðîòîí. Ýòó îáëàñòü ìîæíî ñ÷èòàòü îáëàñòüþ
ëîêàëèçàöèè ýëåêòðîíà.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýëåêòðîí íàõî-
äèòñÿ íà ÿäðå, ò.å. íà ïðîòîíå. Ðàäèóñ ïðîòîíà ðàâåí ïî ïîðÿäêó âåëè-
÷èíû 10−13 ñì, áîðîâñêèé ðàäèóñ a0 ≈ 0.5�A, ñëåäîâàòåëüíî, ξ0 ≈ 4 10−5.
Òîãäà ïîëó÷èì

p = 1− 1

2
(ξ2

0 + 2ξ0 + 2)e−ξ0 ≈ 10−14.

Îòâåò íà âîïðîñ, ìàëà èëè âåëèêà ýòà âåðîÿòíîñòü, çàâèñèò îò ÷àñòîòû
"ïîïûòîê" ýëåêòðîíà "óïàñòü" íà ÿäðî. Ñîâåðøàåò ëè ýëåêòðîí òàêèå
ïîïûòêè? Ìû äîëæíû ïîìíèòü, ÷òî äàííàÿ âîëíîâàÿ îïèñûâàåò ñòàöè-
îíàðíîå, ïðè÷åì îñíîâíîå, ñîñòîÿíèå àòîìà âîäîðîäà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
â ýòîì ñîñòîÿíèè ýíåðãèÿ ñèñòåìû íå ìîæåò èçìåíèòüñÿ áåç âíåøíåãî
âîçäåéñòâèÿ. Â íàøåì ðàññìîòðåíèè ëþáîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå èñêëþ-
÷åíî. Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæàÿñü ê ÿäðó, ýëåêòðîí áóäåò òåðÿòü ïîòåí-
öèàëüíóþ (êóëîíîâñêóþ) ýíåðãèþ, íî åãî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ áóäåò
âîçðàñòàòü. Èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ëåãêî îöåíèòü

∆U = e2 r1 − r2

r1r2

,

ãäå r1 - ðàäèóñ íàèáîëåå âåðîÿòíîé îðáèòàëè ýëåêòðîíà, à r2 - ðàäèóñ
ïðîòîíà. Ïðèíÿâ äëÿ ïðîñòîòû r1 = 1�A, ïîëó÷èì îöåíêó ∆U ≈ 2.3 10−6
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ýðã. Ïðåíåáðåãàÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ ýëåêòðîíà, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè ýòîì
åãî ñêîðîñòü óâåëè÷èòñÿ ïðèìåðíî íà 7 1010 ñì/ñ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî
íå âîçìîæíî, ò.ê. ñêîðîñòü ñâåòà, êàê èçâåñòíî, ñîñòàâëÿåò "âñåãî" 3 1010

ñì/ñ. Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â äàííîì ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè
ýëåêòðîí íå ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòîê óïàñòü íà ÿäðî.

Íà ýòî æå âîïðîñ ìîæíî îòâåòèòü èíà÷å, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå
íåîïðåäåëåííîñòåé äëÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ýëåêòðîí "óïàë" íà ÿäðî, òî ìû "çíàåì" åãî ïîëîæåíèå (êîîðäèíàòó)
ñ òî÷íîñòüþ ∼ 10−13 ñì. Òîãäà, èç ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé ïîëó-
÷èì, ÷òî ∆p ≥ 10−14, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ∆v ≥ 1013 ñì/ñ(!), ÷òî íà òðè
ïîðÿäêà ïðåâûøàåò ñêîðîñòü ñâåòà.
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Ãëàâà 4

Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

4.1 Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.
Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, êàê ìû óæå îòìå÷àëè, âîçìîæ-
íî òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé. Ïðè èññëåäî-
âàíèè ðåàëüíûõ ñèñòåì ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ïðèáëèæåííûå ìåòîäû
âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíè-
àíîâ ýòèõ êâàíòîâûõ ñèñòåì. Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêîå
ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ êâàíòîâîé
ìåõàíèêè è êâàíòîâîé õèìèè, êîòîðûå èçëàãàþòñÿ â ñïåöèàëüíûõ ðó-
êîâîäñòâàõ. Çäåñü êðàòêî ðàññìîòðèì ñõåìó àíàëèòè÷åñêîãî îòûñêàíèÿ
ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé äëÿ ñîñòîÿíèé êâàíòîâûõ ñèñòåì ïðè óñëîâèè,
÷òî ýòè ñèñòåìû íå ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò èäåàëèçèðîâàííîé ñèñòåìû,
äëÿ êîòîðîé èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå.

Íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì ñõåìó òåîðèè âîçìóùåíèé
äëÿ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì ýíåðãèè. Íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì äëÿ ïðèìåíåíèÿ ôîðìàëèçìà òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ çíà-
íèå ðåøåíèé äëÿ òàê íàçûâàåìîé íåâîçìóùåííîé (èëè èñõîäíîé, èëè
èäåàëèçèðîâàííîé) êâàíòîâîé ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì ãàìèëüòîíèàí íåâîç-
ìóùåííîé ñèñòåìû Ĥ0. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà

Ĥ0ϕn = E0
nϕn (4.1)

äëÿ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû íàì èçâåñòíû, ò.å. èçâåñòíû ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ E0

n è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ϕn ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà íàøó èñõîäíóþ ñèñòåìó îêàçûâàåòñÿ
êàêîå ëèáî âîçäåéñòâèå. Ýòî âîçäåéñòâèå ïðèâåäåò ê èçìåíåíèþ ýíåðãèè
íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû E = E0+V, ãäå E0 - ýíåðãèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû, à
V - ýíåðãèÿ, îáóñëîâëåííàÿ âîçäåéñòâèåì. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî V << E0.
Ñîïîñòàâèì âåëè÷èíå V îïåðàòîð V̂ è ïðåäñòàâèì ãàìèëüòîíèàí êâàíòî-
âîé ñèñòåìû â âèäå ñóììû

Ĥ = Ĥ0 + V̂ ,

ãäå Ĥ0 - ãàìèëüòîíèàí èñõîäíîé ñèñòåìû (íåâîçìóùåííîé), äëÿ êîòîðîé
èçâåñòíû òî÷íûå ðåøåíèÿ, V̂ - ìàëàÿ äîáàâêà ê íà÷àëüíîìó ãàìèëüòîíè-
àíó, îáóñëîâëåííàÿ îïåðàòîðîì âîçìóùåíèÿ. Òàêèì âîçìóùåíèåì ìîæåò
áûòü, íàïðèìåð, ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû, êîòîðàÿ íå ó÷èòûâàëàñü
â íà÷àëüíîé çàäà÷å, èëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ
(íàïðèìåð, ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ).

Çàäà÷åé òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ýíåðãèè è âîëíî-
âûõ ôóíêöèé âîçìóùåííîé (èëè ïîëíîé) ñèñòåìû, âûðàæåííûå ÷åðåç
èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè E0

n è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ϕn ãàìèëüòîíè-
àíà Ĥ0.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â íåâîçìóùåííîé ñèñòåìå îòñóòñòâóåò âûðîæäå-
íèå, ò.å. êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ E0

n ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕn. Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

V̂ = λŴ , (4.2)

ãäå λ - ìàëûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, Ŵ - îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ, îò-
ëè÷àþùèéñÿ îò îïåðàòîðà V̂ òîëüêî ìíîæèòåëåì λ. Ìàëûé ïàðàìåòð λ,
îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì λ = V/E0

n, èãðàåò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â òåî-
ðèè, ïîçâîëÿÿ ïðèìåíèò äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèé ïîëíîé çàäà÷è õîðîøî
èçâåñòíûé ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Âîçìóùåííîå ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò âèä

(Ĥ0 + λŴ )ψ = Eψ. (4.3)

Çäåñü E íåèçâåñòíûå ïîêà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à ψ - íåèçâåñòíûå ñîá-
ñòâåííûå âîëíîâûå ôóíêöèè âîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ.

Äàëåå, ïåðåéäåì îò êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê ýíåðãåòè÷åñêîìó,
âûáðàâ â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ϕn

ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0, ò.å. ðàçëîæèì ôóíêöèè ψ ïî ïîëíîé ñèñòåìå îðòîíîð-
ìèðîâàííûõ ôóíêöèé {ϕn} (ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíè-
àíà Ĥ0 âñåãäà îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó îðòîíîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé).
Òàêîå ðàçëîæåíèå ôîðìàëüíî àíàëîãè÷íî ðàçëîæåíèþ ôóíêöèè â ðÿä
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Ôóðüå, òîëüêî òåïåðü â êà÷åñòâå áàçèñíîé ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ íå òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, à ôóíêöèè ϕn. Òîãäà èìååì

ψ =
∑

n

anϕn. (4.4)

Ïåðåéäåì îò óðàâíåíèÿ Øðåäåíãåðà ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì (4.4) â óðàâíåíèå (4.3), çàòåì
äîìíîæèì ñëåâà ýòî óðàâíåíèå íà ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèþ ϕ∗m è ïðîèíòå-
ãðèðóåì ïî÷ëåííî ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó ñ ó÷åòîì îðòîíîðìèðîâàííîñòè
âîëíîâûõ ôóíêöèé ϕj, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(E − E0
m)am = λ

∑
n

Wmnan, (4.5)

ãäå
Wmn = 〈ϕm|W |ϕn〉 ≡

∫
ϕ∗mWϕndq (4.6)

ìàòðè÷íûå1 ýëåìåíòû îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë íåäèà-
ãîíàëüíûõ (m 6= n) ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ òèïà (4.6), êàê áóäåò ÿñíî èç
ñëåäóþùåãî ðàçäåëà, ïîñâÿùåííîìó ðàññìîòðåíèþ íåñòàöèîíàðíîé òåî-
ðèè âîçìóùåíèé, ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòü ïåðåõî-
äà ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ φn â ñîñòîÿíèå φm ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ.
Äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (m = n), ñîãëàñíî (??), îïðåäåëÿ-
þò ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ â ñîñòîÿíèè φn è ïðèâîäÿò
òîëüêî ê ñìåùåíèþ ýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâîê ê ýíåðãèè è âîëíîâîé ôóíêöèè ñòàöèîíàð-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ñ íåêîòîðûì êâàíòîâûì ÷èñëîì l âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ò.å. ïðåäñòàâèì ýíåðãèþ âîçìóùåííîé
ñèñòåìû è êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ aj â âèäå

E = E0
l + λE

(1)
l + λ2E

(2)
l + ...

aj = δjl + λa
(1)
j + λ2a

(2)
j + ...

(4.7)

Ïîäñòàâèâ ýòè ðÿäû â óðàâíåíèå (4.5), ïîëó÷èì

[E0
l − E0

m + λE
(1)
l + λ2E

(2)
l + ...][δml + λa

(1)
m + λ2a

(2)
m + ...] =

= λ
∑

n Wmn[δnl + λa
(1)
n + λ2a

(2)
n + ...].

(4.8)

1Ýòè ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ ìàòðè÷íûìè ïîòîìó, ÷òî èõ ñîâîêóïíîñòü óäîáíî ðàñ-
ïîëàãàòü â âèäå ÷èñëîâûõ òàáëèö (ìàòðèö), ãäå èíäåêñ m íóìåðóåò íîìåð ñòðîêè, à
èíäåêñ n - íîìåð ñòîëáöà.
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Ïîëîæèì ñíà÷àëà m = l è ïðèðàâíÿåì ÷ëåíû îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ
(4.8), ñòîÿùèå ó îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé λ. Òîãäà ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü
ðàâåíñòâ

E
(1)
l = Wll,

E
(2)
l + E

(1)
l a

(1)
l =

∑
n Wlna

(1)
n ,

...........................................



 (4.9)

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïîïðàâêà ê ýíåðãèè â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè ðàâíà ñðåäíåìó çíà÷åíèþ îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ Vll =
λ

∫
φ∗l Ŵφldv â ñîñòîÿíèè ϕl, ñîîòâåòñòâóþùåìó íóëåâîìó ïðèáëèæåíèþ,

ò.å. ñîñòîÿíèþ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, èç (4.7) ñ ó÷åòîì
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (4.9) èìååì

E = E0
l + λE

(1)
l = E0

l + λWll = E0
l + Vll.

Ïîëîæèì òåïåðü m 6= l, òîãäà òàêèì æå îáðàçîì, ò.å. ïðèðàâíèâàíèåì
÷ëåíîâ ó îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé λ, ïîëó÷èì

a
(1)
m (E0

l − E0
m) = Wml, m 6= l,

E
(1)
l a

(1)
m + (E0

l − E0
m)a

(2)
m =

∑
n Wmna

(1)
n

.................................................................



 (4.10)

Èñïîëüçóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (4.10), à òàêæå (4.2) è (4.4) ñ ó÷åòîì âòîðîé
ñòðî÷êè (4.7), íàéäåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñîñòîÿíèÿ ñ êâàíòîâûì ÷èñëîì
l â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

ψl ≈ ϕl + λa
(1)
l ϕl +

∑

n 6=l

Vnl

E0
l − E0

n

ϕn (4.11)

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (4.6) Vnl =
∫

ϕnV̂ ϕldq = λWnl, ïðè÷åì Vnl <<
|E0

l − E0
n|. Óêàæåì òàêæå, ÷òî èç ïîëíîé ñóììû (4.4) âûäåëåí îòäåëüíî

÷ëåí, äëÿ êîòîðîãî m = l, à èìåííî λa
(1)
l ϕl. Âåëè÷èíà λa

(1)
l îïðåäåëÿåòñÿ

èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ôóíêöèè ψ. Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèå íîðìèðîâêè
èìååò âèä ∫

|ψ|2dq = 1.

Ôóíêöèè ϕj îðòîíîðìèðîâàíû, ïîýòîìó èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ñ òî÷íî-
ñòüþ äî λ2 ñëåäóåò ðàâåíñòâî

a
(1)
l + a

∗(1)
l = 0.
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Ïîñêîëüêó âîëíîâûå ôóíêöèè îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíî-
ãî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ, òî ìîæíî ïðèíÿòü êîýôôèöèåíòû a

(1)
l äåéñòâè-

òåëüíûìè âåëè÷èíàìè2. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî ðà-
âåíñòâà íàäî ïðèíÿòü a

(1)
l = 0. Òîãäà, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè âîëíîâûå

ôóíêöèè ψ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå (ñì. (4.11))

ψl ≈ ϕl +
∑

n 6=l

Vnl

E0
l − E0

n

ϕn (4.12)

Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå çíà÷åíèå a
(1)
n èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (4.10) âî âòîðîå

óðàâíåíèå (4.9), íàéäåì ïîïðàâêó ê ýíåðãèè âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè

E
(2)
l =

∑

n6=l

WlnWnl

E0
l − E0

n

. (4.13)

Ñëåäîâàòåëüíî, âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé âûðàæåíèå äëÿ
ýíåðãèè ïðèíèìàåò âèä

El = E0
l + Vll +

∑

n6=l

|Vln|2
E0

l − E0
n

(4.14)

Èç (4.13) ñëåäóåò, ÷òî ïîïðàâêà âòîðîãî ïîðÿäêà ê óðîâíþ ýíåðãèè îñ-
íîâíîãî ñîñòîÿíèÿ l = 0 âñåãäà îòðèöàòåëüíà, E0

0 < E0
n, ò.ê. E0

0 - ñàìûé
íèçêèé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü.

Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî îãðàíè÷èâàþòñÿ ïåðâûì ïîðÿä-
êîì òåîðèè âîçìóùåíèé. Ìåòîä òåîðèè âîçìóùåíèé îïðàâäûâàåòñÿ òîëü-
êî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñõîäèòñÿ.
Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ýòîé ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå
ìàëîñòè êàæäîé ñëåäóþùåé ïîïðàâêè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùåé, ò.å.
íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

|Vnm| ¿ |E0
n − E0

m| ∀(m 6= n). (4.15)
Ýòî íåðàâåíñòâî, êàê óêàçûâàåò êâàíòîð âñåîáùíîñòè ∀, äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ äëÿ ëþáûõ m 6= n. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ìàëîñòè íåäèà-
ãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ Vnm ∀(m 6= n)3 îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ
V̂ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçíîñòüþ ýíåðãèé ìåæäó ëþáûìè ýíåðãåòè÷åñêèìè
óðîâíÿìè íåâîçìóùåííîé êâàíòîâîé ñèñòåìû.

2Ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü z = a + ib, òîãäà, èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî z = ρeiφ, ãäå ρ =

√
a2 + b2, φ = arctg(b/a).

Îïóñêàÿ ôàçîâûé ìíîæèòåëü eiφ, ìû ïîëó÷èì äåéñòâèòåëüíûé êîýôôèöèåíò ρ.
3Íåäèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò - ýòî ýëåìåíò ìàòðèöû íå ñòîÿùèé íà åå

ãëàâíîé äèàãîíàëè, ò.å. êîãäà èíäåêñû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ m 6= n.
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Âûðîæäåííûé ñëó÷àé. Óñëîâèå (4.15) âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà. Ýòî
óñëîâèå íàðóøàåòñÿ, êîãäà ñèñòåìà èìååò áëèçêî ðàñïîëîæåííûå ýíåð-
ãåòè÷åñêèå óðîâíè (êâàçèâûðîæäåíèå) èëè ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé. Ðàñ-
ñìîòðèì ýòîò ñëó÷àé ïîäðîáíåå íà ïðèìåðå äâóõ áëèçêèõ óðîâíåé. Êâà-
çèâûðîæäåííûé (âûðîæäåííûé) ñëó÷àé, õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî îïå-
ðàòîð H0 èìååò äâà áëèçêèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ E1 è E2 (äëÿ âûðîæ-
äåííîãî ñëó÷àÿ - ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ E1 ñîîòâåòñòâóþò äâå âîëíîâûå
ôóíêöèè), à îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïóñòü áóäóò ðàñïîëîæåíû
äàëåêî îò íèõ. Êàê âèäíî èç âûøå ïðèâåäåííûõ ôîðìóë (4.12) è (4.14),
ïðè óñëîâèè E2 − E1 → 0 ïîïðàâêà áóäåò áîëüøîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïîýòîìó â òàêèõ ñëó÷àÿõ
öåëåñîîáðàçíî óæå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè4

ψ = a1ϕ1 + a2ϕ2.

Çàòåì ïîäñòàâëÿåì ýòó ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ â âîçìóùåííîå óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà (4.3) è ïðîäåëûâàÿ ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó (ò.å. óìíîæàÿ
óðàâíåíèå ñëåâà ïîî÷åðåäíî íà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè ϕ∗1
è ϕ∗2 è èíòåãðèðóÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó) ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòå-
ìó äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ a1 è
a2 (íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè φ1 è φ2 íàì èçâåñòíû) 5. Îäíîðîäíàÿ ñè-
ñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ òîëüêî
ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà íóëþ åå ãëàâíîãî îïðåäåëèòåëÿ. Ñîñòàâèâ ãëàâ-
íûé îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû è ïðèðàâíÿâ åãî íóëþ, ìû ïîëó÷èì òàê íà-
çûâàåìîå ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå, èç êîòîðîãî îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ýíåð-
ãèè, äëÿ êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû a1 è a2 îòëè÷íû îò íóëÿ (ò.å. èìåþòñÿ
íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ). Â ñëó÷àå äâóõ áëèçêèõ óðîâíåé èëè â ñëó÷àå
äâóêðàòíîãî âûðîæäåíèÿ ýòî óðàâíåíèå áóäåò êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî
ýíåðãèè E, ðåøèâ åãî ìû ïîëó÷èì äâà çíà÷åíèÿ

E1 = E0
1 + V11 + |V12|2

E0
1+V11−(E0

2+V22)
,

E2 = E0
2 + V22 − |V12|2

E0
1+V11−(E0

2+V22)
.

(4.16)

4Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå äàííîé ôóíêöèè â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìåòîäà îòûñêàíèÿ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ: ìû ïðåäïîëàãàåì òîò èëè èíîé âèä èñêîìîãî ðåøåíèÿ è ïîäñòàâëÿåì åãî â
èñõîäíîå óðàâíåíèå, ÷òîáû ïðîâåðèòü óäîâëåòâîðÿåò îíî åìó èëè íåò; îáû÷íî, ïðåä-
ïîëàãàåìîå ðåøåíèå ñîäåðæèò äðóãóþ ôóíêöèþ òåõ æå ïåðåìåííûõ, ÷òî è èñõîäíàÿ
ôóíêöèÿ, (íàïðèìåð, ψ(x) = φ(x)ex) òîãäà, ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðåäïîëàãàåìîãî ðå-
øåíèÿ â èñõîäíîå óðàâíåíèå ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî äðóãîé ôóíêöèè
φ(x).

5Ìû íå áóäåì ñåé÷àñ ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äåòàëÿõ ðàñ÷åòà, îòëîæèâ èõ
äî ðàçäåëà "Ìîäåëü èîíà ìîëåêóëû âîäîðîäà".
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Çäåñü, êàê è âûøå, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì
(4.6). Çäåñü òàêæå ó÷òåíî, ÷òî |E1 + V11 − (E2 + V22)| À |V12|, è ÷òî
V12 = V21. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âîçìóùåí-
íîãî ãàìèëüòîíèàíà ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé
(ñì. (4.14)).

Îòìåòèì, ÷òî ïîïðàâêà âòîðîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè äëÿ âîçìóùåííî-
ãî ãàìèëüòîíèàíà âñåãäà óâåëè÷èâàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè ýíåð-
ãèè èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà. Èíà÷å, âñåãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
E2 − E1 > E0

2 − E0
1 . Ïîýòîìó ÷àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè

âîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà îòòàëêèâàþòñÿ, ïîíèìàÿ ïîä ýòèì óâåëè-
÷åíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè áëèçêî ðàñïîëîæåí-
íûìè óðîâíÿìè.

Äëÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ ýòî îòòàëêèâàíèå, êàê íåòðóäíî âèäåòü,
ïðèâîäèò ê ñíÿòèþ âûðîæäåíèÿ, ðàñùåïëÿÿ èñõîäíûé óðîâåíü íà äâà.
Ýíåðãèÿ ðàñùåïëåíèÿ ïðè ýòîì ðàâíà 2|V12|. Áîëåå ïîäðîáíî ìû ðàñ-
ñìîòðèì âûðîæäåííóþ ñèñòåìó íèæå â ðàçäåëå "Ìîäåëü èîíà ìîëåêóëû
âîäîðîäà".

4.2 Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé -
òåîðèÿ ïåðåõîäîâ.

Äâóõóðîâíåâàÿ ñèñòåìà. Ðàññìîòðèì äâóõóðîâíåâóþ ñèñòåìó ñ
íåâûðîæäåííûìè ñîñòîÿíèÿìè. Íà ýòîì ïðèìåðå ìû ïðîèëëþñòðèðó-
åì ìåòîäû íåñòàöèîíàðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïå-
ðåõîäû â ñèñòåìå ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî
âîçìóùåíèÿ.

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ ìîæåò íàõîäèòüñÿ â äâóõ
ñîñòîÿíèÿõ ϕ1 è ϕ2. Ãàìèëüòîíèàí ýòîé ñèñòåìû îáîçíà÷èì H0. Ôóíêöèè
ϕ1, ϕ2 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà, ò.å. îíè
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà

H0ϕn = E0
nϕn, n = 1, 2. (4.17)

Ôóíêöèè ϕn ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãà-
ìèëüòîíèàíà E0

1 è E0
2 îïðåäåëÿþò ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè ñèñòåìû. Áóäåì

ïîëàãàòü ñîñòîÿíèÿ ϕj íåâûðîæäåííûìè è äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèìåì
E0

2 > E0
1 . Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ϕ1 è ϕ2 ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0

ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè ñ îïðåäåëåííîé ýíåðãèåé E0
1 èëè E0

2 . Ýòî çíà÷èò,
÷òî åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ, íàïðèìåð, â ñîñòîÿíèè ϕ1, îíà áóäåò îñòà-
âàòüñÿ â íåì âå÷íî. ×òîáû ïåðåâåñòè ñèñòåìó â ñîñòîÿíèå ϕ2 íåîáõîäèìî
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âíåøíåå âîçäåéñòâèå. Äîïóñòèì â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè òàêîå âîç-
äåéñòâèå V âîçíèêëî. Áóäåì íàçûâàòü åãî âîçìóùåíèåì. Ñ ó÷åòîì ýòîãî
âîçìóùåíèÿ ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ïðèìåò âèä

Ĥ = Ĥ0 + V̂ .

Äëÿ ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà ñîñòîÿíèÿ ϕ1 è ϕ2 óæå íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-
íûìè, ïîýòîìó, â ïðèíöèïå, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïåðåõîä ñèñòåìû èç
îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî ðàñ-
ñìîòðåòü íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ

i~
∂ψ

∂t
= (Ĥ0 + V̂ )ψ. (4.18)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçëîæèì èñêîìóþ ôóíêöèþ ψ ïî ïîëíîé ñèñòå-
ìå îðòîíîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíèàíà H0, êîòîðàÿ â äàííîì
ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíà âñåãî äâóìÿ ôóíêöèÿìè. Â ñèëó òîãî ÷òî âîëíî-
âûå ôóíêöèè ϕ1 è ϕ2 íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ,
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ äîëæíû çàâèñåòü îò âðåìåíè

ψ = a1(t)ϕ1(r)e
−i

E0
1
~ t + a2(t)ϕ2(r)e

−i
E0

2
~ t. (4.19)

Çäåñü ìû ÿâíûì îáðàçîì âûäåëèëè âðåìåííóþ ÷àñòü ïîëíûõ âîëíîâûõ
ôóíêöèé ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà (ñì.
(3.5)).

Ïîäñòàâèì (4.19) â (4.18); çàòåì ïðîäåëàåì ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè îò óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ê ýêâèâàëåíòíîé åìó
ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ aj, j = 1, 2
(íàïîìíèì, ôóíêöèè φj, j = 1, 2 íàì èçâåñòíû); äëÿ ýòîãî óìíîæèì ñëåâà
ýòî óðàâíåíèå íà ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèþ ϕ∗1 è ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè
óðàâíåíèÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, ïðè ýòîì ó÷òåì (4.17); ïîòîì, àíàëî-
ãè÷íî, óìíîæèì óðàâíåíèå (4.18) íà ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèþ ϕ∗2 è òàêæå
ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé 




i~ ∂a1/∂t = a1V11 + a2V12e
iω12t,

i~ ∂a2/∂t = a2V22 + a1V21e
iω21t,

(4.20)

ãäå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Vij âû÷èñëÿþòñÿ ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì (4.6)

Vij =

∫
ϕ∗i (r)V ϕj(r)dv

123



è èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Êðîìå ýòîãî ââå-
äåíû îáîçíà÷åíèÿ

ωij =
E0

i − E0
j

~
.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.20) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ (4.18). Òåïåðü âîñ-
ïîëüçóåìñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîçìóùåíèå V, áëà-
ãîäàðÿ êîòîðîìó ñèñòåìà ìîæåò ïåðåõîäèòü èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðó-
ãîå, ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåé èñõîäíîé ñèñòå-
ìû H0, ò.å. V

H0
= α ¿ 1. Êðîìå ýòîãî ââåäåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, à èìåí-

íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äî âêëþ÷åíèÿ âîçìóùåíèÿ ñèñòåìà íàõîäèëàñü,
ñêàæåì, â ñîñòîÿíèè ϕ1. Ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ (4.19) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
a1(0) = 1, a2(0) = 0. Îáðàòèìñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (4.20) è âîñïîëü-
çóåìñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïðåäñòàâèì èñêîìûå
êîýôôèöèåíòû aj(t) â âèäå ðÿäà

aj(t) = aj(0) + a
(1)
j + a

(2)
j + ... (4.21)

Çäåñü ñîáëþäàåòñÿ óñëîâèå: îòíîøåíèå ÷ëåíà ðÿäà ê ïðåäûäóùåìó ïî-
ðÿäêà α, ò.å. a

(1)
j /aj(0) = α ¿ 1. Íàñ èíòåðåñóåò ïåðåõîä ñèñòåìû èç

ñîñòîÿíèÿ ϕ1 â ñîñòîÿíèå ϕ2, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, âðåìåííàÿ ýâîëþ-
öèÿ êîýôôèöèåíòà a2(t). Ïîäñòàâèì (4.21) â (4.20) è èç âòîðîãî óðàâíå-
íèÿ ýòîé ñèñòåìû â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé (â îáåèõ ÷àñòÿõ
óðàâíåíèÿ ñîõðàíÿåì ÷ëåíû ïîðÿäêà α) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

i~
∂a

(1)
2

∂t
= V22a

(1)
2 + V21e

iω21t. (4.22)

Çäåñü ìû ó÷ëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. ×òîáû óïðîñòèòü âèä ýòîãî óðàâíå-
íèÿ ïåðåéäåì ê íîâûì êîýôôèöèåíòà An(t) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

an(t) = An(t) exp


− i

~

t∫

0

Vnndt′


 .

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíî ïåðåíîðìèðîâêå ýíåðãèè. Ñ ïîìîùüþ
ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû ê ñîáñòâåííîé ýíåðãèè E0

j íåâîçìóùåííîé ñè-
ñòåìû â ñîñòîÿíèè ϕj äîáàâëÿåì ýíåðãèþ, ðàâíóþ ñðåäíåìó çíà÷åíèþ
(äèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò) îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ â ýòîì ñî-
ñòîÿíèè (ò.å. ïåðâóþ ïîïðàâêó ñòàöèîíàðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé (4.14)).
Âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâè-
åì òîãî, ÷òî äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ
íå îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Îíè
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ìîãóò òîëüêî ñìåùàòü ïîëîæåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé. Ïðè ýòîì ìî-
æåò, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíèòüñÿ ðàçíîñòü ýíåðãèé ìåæäó ýíåðãåòè÷åñêè-
ìè óðîâíÿìè, ó÷àñòâóþùèìè â ïåðåõîäå. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
óðàâíåíèå (4.22) ïðèìåò âèä

i~
∂A

(1)
2

∂t
= V21(t)e

iΩ21t. (4.23)

ãäå Ω21 = 1
~(E

0
2 +V22− (E0

1 +V11). Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè V11 6= V22, ÷àñòîòà
Ω21 6= ω21 (íàïîìíèì, ω21 = (E0

2 − E0
1)/~). Òàêîå, âîçìîæíîå, èçìåíåíèå

ðàçíîñòè ýíåðãèé ìåæäó óðîâíÿìè, ó÷àñòâóþùèìè â ïåðåõîäå, íå ñêàçû-
âàåòñÿ íà âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà, ò.ê. ïðè ýòîì |an(t)|2 = |An(t)|2, ïîýòîìó
êîýôôèöèåíòû An(t) äàþò òå æå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ, ÷òî è an(t).

Òîãäà èç (4.23) ïîëó÷èì

A
(1)
2 (τ) =

1

i~

τ∫

0

V21(t) eiΩ21tdt, (4.24)

Ïî îïðåäåëåíèþ, âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ñèñòåìó â ñîñòîÿíèè ϕj ðàâíà
pn(τ) = |an(τ)|2 = |An(t)|2 Îãðàíè÷èâøèñü ïåðâûì ïîðÿäêîì òåîðèè âîç-
ìóùåíèé, ïîëó÷èì, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàéòè ñèñòåìó â ñîñòîÿíèè ϕ2 ÷åðåç
âðåìÿ τ ïîñëå âêëþ÷åíèÿ âîçìóùåíèÿ6 âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

p2(τ) =
1

~2

∣∣∣∣∣∣

τ∫

0

V21(t) eiΩ21tdt

∣∣∣∣∣∣

2

. (4.25)

Ñëó÷àé íå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè âîçìóùåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå
âîçìóùåíèå V=V(t) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè. Ñåé÷àñ, îäíàêî, ðàñ-
ñìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà âîçìóùåíèå ÿâíî îò âðåìåíè íå
çàâèñèò. Òîãäà èç (4.25) ïîëó÷èì

p2(t) =
2V 2

21

~2
· 1− cos Ω21t

Ω2
21

, (4.26)

ãäå âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðàëà â (4.25) ìû îáîçíà÷èëè t.

6Ìû íå áóäåì çäåñü ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ðåæèìû âêëþ÷åíèÿ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, êðàéíèìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àè âíåçàïíîãî è àäèàáàòè÷åñêîãî (ïëàâ-
íîãî) âêëþ÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ. Îáñóæäåíèå ýòèõ âîïðîñîâ ìîæíî íàéòè â ñòàí-
äàðòíûõ ó÷åáíèêàõ ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

125



Äèôôåðåíöèðóÿ (4.26) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â
åäèíèöó âðåìåíè

dp2(t)

dt
=

2V 2
21

~2
· sin Ω21t

Ω21

. (4.27)

Ïðè ïåðåõîäå ñèñòåìû èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Â ñèëó òîãî, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ϕj äëÿ âîçìóùåí-
íîé ñèñòåìû íå ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè, òî ýíåðãèÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè ìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ ϕ1 â
ñîñòîÿíèå ϕ2 âîçìîæåí ïðè óñëîâèè, êîãäà èõ ýíåðãèè âûðàâíÿþòñÿ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåõîä áóäåò âîçìîæåí ïðè Ω21 → 0. Èç (4.27) ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ýòîãî äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

lim
Ω21→0

sin Ω21t

Ω21

= πδ(Ω21) = π~ · δ(E2 − E1). (4.28)

Óñëîâèå (4.28) îòðàæàåò ñîõðàíåíèå ýíåðãèè â ñèñòåìå ïðè åå ïåðåõî-
äå ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè. Ïîäñòàâèâ (4.28) â (4.27), ïîëó÷èì âûðàæåíèå,
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ "çîëîòûì ïðàâèëîì"Ôåðìè

dp2(t)

dt
=

2π

~
|V21|2δ(E2 − E1). (4.29)

Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4.28) äîëæíû ïðîèçîéòè
òå èëè èíûå ïðîöåññû, âîñïîëíÿþùèå ðàçíîñòü ýíåðãèé íà÷àëüíûõ ñîñòî-
ÿíèé E2 − E1. Êàê ìû óâèäèì íèæå, ýòî îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì
âûäåëåííîé ñèñòåìû ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé èëè âíåøíèìè ïîëÿìè. Îïè-
ñàíèå ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé çàäà÷åé, ñêîðåå,
íàîáîðîò. Îäíàêî, èìåííî õàðàêòåð ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êàê ýòî áó-
äåò ïîêàçàíî â ñëåäóþùåé ãëàâå, è îïðåäåëÿåò îñîáåííîñòè, íàïðèìåð,
òàêîãî ïðîöåññà, êàê ïåðåíîñ ýëåêòðîíîâ â ðàçëè÷íûõ, â òîì ÷èñëå è â
áèîëîãè÷åñêèõ, ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåìàõ.

Äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèå (4.28) âûïîëíåíî. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåò-
ñÿ, íàïðèìåð, â âûðîæäåííûõ ñèñòåìàõ èëè â ñèñòåìàõ ñ áëèçêî ðàñïî-
ëîæåííûìè ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè (ñì. ðàçäåë "Ìîäåëü èîíà ìîëå-
êóëû âîäîðîäà"). Òîãäà ôîðìàëüíî ìîæíî ïîëîæèòü

lim
Ω21→0

sin Ω21t

Ω21

= t.

Ïðèíÿâ ýòî, ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå, ïîëó÷àþùååñÿ èç (4.27)

dp2

dt
=

2|V21|2
~2

t.
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Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, êîãäà âåðîÿòíîñòü p2 ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò
0 äî 1, à âðåìÿ - îò 0 äî τ, ïîëó÷èì

τ =
~
|V21| . (4.30)

Îòñþäà ñëåäóåò îæèäàåìûé ðåçóëüòàò - õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ïåðåõîäà,
ò.å âåëè÷èíà τ−1, ïðîïîðöèîíàëüíà âîçìóùåíèþ. Ñîãëàñíî (4.26), âåðî-
ÿòíîñòü p2, äîñòèãíóâ çà âðåìÿ τ çíà÷åíèÿ ðàâíîãî åäèíèöå7, çàòåì âíîâü
íà÷íåò óìåíüøàòüñÿ äî íóëÿ è, äàëåå, ïðîöåññ áóäåò íîñèòü îñöèëëÿòîð-
íûé õàðàêòåð.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìû ïîëó÷èì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ìîäåëè èîíà ìîëåêóëû âîäîðîäà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåí-
íîé ñèñòåìîé. Îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîãî çäåñü îáùåãî ñëó÷àÿ ñîñòîèò
â òîì, ÷òî äëÿ ïåðåõîäîâ â âûðîæäåííîé ñèñòåìå íå òðåáóåòñÿ äîïîë-
íèòåëüíîãî âîçäåéñòâèÿ. Ïåðåõîäû îñóùåñòâëÿþòñÿ áëàãîäàðÿ âçàèìî-
äåéñòâèþ ìåæäó ÷àñòÿìè ñàìîé ñèñòåìû. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî àíàëî-
ãè÷íûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíèçìà ìèãðàöèè ýíåðãèè
âîçáóæäåíèÿ â êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ, êîòîðûé òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ñëåäóþùåé ãëàâå.

Íåñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ. Âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (4.20) è
ïðèìåì V12 = V21 = V , V11 = V22 = ε. Òîãäà, îäèí ðàç ñêëàäûâàÿ ýòè
óðàâíåíèÿ, à äðóãîé ðàç - âû÷èòàÿ, ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ

i~ ∂
∂t

(a1 + a2) = (ε + V )(a1 + a2),

i~ ∂
∂t

(a1 − a2) = (ε− V )(a1 − a2).
(4.31)

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ a1 è a2 :

a1 = exp(−i ε
~t) · cos V

~ t,

a2 = i exp(−i ε
~t) · sin V

~ t.
(4.32)

Èç ýòèõ âûðàæåíèé âèäíî, âî-ïåðâûõ, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
íîðìèðîâêè (4.45), à, âî-âòîðûõ, ÷òî ýòè êîýôôèöèåíòû îñöèëëèðóþò ñ

7Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîñèíóñ â (4.26) îáðàòèëñÿ â íîëü cosΩ21τ = 0,
èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî τ = π

2Ω21
. ×òîáû âåðîÿòíîñòü ïðèíÿëà çíà÷åíèå ðàâíîå åäèíèöå,

íåîáõîäèìî, ÷òîáû Ω21 =
√

2V21
~ . Ñëåäîâàòåëüíî τ = π~√

2V21
, ÷òî ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò

ñ (4.30)
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÷àñòîòîé ΩR = V
~ , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòîé Ðàáè. Èçìåíåíèå êîýô-

ôèöèåíòà îò 0 äî 1 ïðîèñõîäèò çà âðåìÿ

τ =
π~
2V

, (4.33)

÷òî ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñî âðåìåíåì τ, íàéäåííûì âûøå (4.30).

4.3 Ìîäåëü èîíà ìîëåêóëû âîäîðîäà. Ïðè-
ðîäà õèìè÷åñêîé ñâÿçè.

Ïðèðîäó òóííåëüíîãî ýôôåêòà, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ïåðåíîñ çàðÿäîâ â
êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ, à òâêæå ïðèðîäó õèìè÷åñêîé ñâÿçè, îïðåäåëÿþùóþ
âñå ñòðóêòóðíî - äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ìîëåêóë, ìû ïîÿñíèì íà ïðèìå-
ðå ïðîñòîé ìîäåëè äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìîé. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îíà
èãðàåò ïðèìåðíî òàêóþ æå ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü, êàê è ìîäåëü ãàðìî-
íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå.

Ðàññìîòðèì äâóõóðîâíåâóþ ñèñòåìó íà ïðèìåðå ìîäåëè, êîòîðóþ áó-
äåì íàçûâàòü ìîäåëüþ èîíà ìîëåêóëû âîäîðîäà, ò.å. ñèñòåìû H+

2 . Íà
ïðèìåðå ýòîé ìîäåëè ìû íå òîëüêî ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, íî è ïîëó÷èì âàæíûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå èñ-
ïîëüçóåì â äàëüíåéøåì äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ýëåêòðîííîãî è ïðîòîí-
íîãî òðàíñïîðòà. Ìîäåëü H+

2 ïðåäñòàâëÿåò ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èõ àòîìà
âîäîðîäà è ïðîòîíà, íàõîäÿùåãîñÿ îò íåãî íà ðàññòîÿíèè R (ðèñ. 12.2 À,
Á). Â äàííîì ðàññìîòðåíèè ìû ïîëàãàåì ÿäðà ñèñòåìû (ò.å. ïðîòîíû)
íåïîäâèæíûìè. Ýòî òàê íàçûâàåìîå íóëåâîå àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæå-
íèå. Íàñ èíòåðåñóþò âîïðîñû î òîì, êàêîâû ñîñòîÿíèÿ òàêîé ñèñòåìû,
êàê èõ ìîæíî ðàññ÷èòàòü è êàê èíòåðïðåòèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-
òû. Ó÷åò äâèæåíèÿ ÿäåð ìû ïðîâåäåì â ñëåäóþùåé ãëàâå, êîãäà áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ýëåêòðîí-êîëåáàòåëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ââåäåì ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
{r, θ, φ}, ñîâìåñòèâ åå íà÷àëî ñ îäíèì èç íåïîäâèæíûõ ïðîòîíîâ
è ïîëÿðíóþ îñü z íàïðàâèâ âäîëü ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ïðîòîíû
(ðèñ.12.2À). Ðàäèóñ-âåêòîð ~R íàïðàâëåí âäîëü ïîëÿðíîé îñè è îïðåäå-
ëÿåò ïîëîæåíèå âòîðîãî ïðîòîíà, |~R| = R. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ áóäåò òàêîé, ÷òî ýëåêòðîí ëîêàëèçîâàí âîçëå
ïåðâîãî ïðîòîíà, íàõîäÿùåãîñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, íà-
÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû áóäåò ñîñòîÿíèå, êîãäà â íà÷àëå êîîðäèíàò
íàõîäèòñÿ àòîì âîäîðîäà, à â òî÷êå ~R íàõîäèòñÿ ïðîòîí (ðèñ.12.2À).
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Ðèñ. 4.1: Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â ìîäåëè èîíà ìîëåêóëû âîäîðîäà
H+

2 . Ñîñòîÿíèå ϕ1, ñîîòâåòñòâóþùåå ëîêàëèçàöèÿ ýëåêòðîíà íà ïåðâîì ïðîòîíå p1 ñèñòåìû H+
2

(À), è ñîñòîÿíèå ϕ2 - ëîêàëèçàöèÿ ýëåêòðîíà íà âòîðîì ïðîòîíå p2 (Á). Äâà ïðîòîíà íàõîäÿòñÿ
äðóã îò äðóãà íà ôèêñèðîâàííîì ðàññòîÿíèè R. Íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâìåùåíî ñ ïîëîæåíèåì ïåð-
âîãî ïðîòîíà p1. Ðàäèóñ-âåêòîð R, ñîåäèíÿþùèé äâà ïðîòîíà ñèñòåìû p1 è p2, íàïðàâëåí âäîëü
ïîëÿðíîé îñè z. Ïîëÿðíûé óãîë θ - óãîë ìåæäó ïîëÿðíîé îñüþ è ðàäèóñ-âåêòîðîì r, ïðîâåäåííûì
îò ïåðâîãî ïðîòîíà p1 ê ýëåêòðîíó e. Ðàäèóñ-âåêòîð r - R ïðîâåäåí ê ýëåêòðîíó îò âòîðîãî ïðî-
òîíà p2. Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû H+

2 : óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå (ñâÿçûâàþùàÿ îðáèòàëü
ψ1) (Â) è íåóñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå (àíòèñâÿçûâàþùàÿ îðáèòàëü ψ2) (Ã). Ñåðûì öâåòîì ñõåìà-
òè÷åñêè èçîáðàæåíî ýëåêòðîííîå îáëàêî - îáëàñòü íàèáîëåå âåðîÿòíîãî íàõîæäåíèÿ ýëåêòðîíà.
Ñèìâîëû k è k− ôîðìàëüíî óêàçûâàþò íà êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïåðåíîñà
ýëåêòðîíà ìåæäó ïðîòîíàìè ïðè ðåøåíèè íåñòàöèîíàðíîãî âàðèàíòà çàäà÷è.

Åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè àòîì âîäîðîäà è ïðîòîí, òî ìû ïîëó÷èì ñî-
ñòîÿíèå, êîãäà â íà÷àëå êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ ïðîòîí, à â òî÷êå ~R íà-
õîäèòñÿ àòîì âîäîðîäà (ðèñ.12.2 Á). Íàçîâåì ýòî ñîñòîÿíèå êîíå÷íûì.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ ñèñòåìû îò òàêîé ïåðåñòàíîâêè íå èçìåíèòñÿ, õî-
òÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, êàê âèäíî, áóäóò ðàçëè÷íûìè. Ýòèì ñîñòîÿíèÿì
ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå âîëíîâûå ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî íàøà ñè-
ñòåìà ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé.

Åñëè ìû óäàëèì ïðîòîí â áåñêîíå÷íîñòü, òî ýíåðãèÿ ñèñòåìû áóäåò
ðàâíà ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà E0 = −me4

2~2 , à âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ ϕ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ Øðå-
äåíãåðà äëÿ èçîëèðîâàííîãî àòîìà âîäîðîäà (âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ
àòîìà âîäîðîäà ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì)

H
(1,2)
0 ϕ1,2 = E0ϕ1,2. (4.34)

Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ, ò.å. êîãäà àòîì âîäîðîäà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîð-
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äèíàò, îïåðàòîð è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìåþò âèä

H
(1)
0 = − ~

2

2m
∇2

r −
e2

r
, ϕ1 =

1√
πa3

exp(−r/a). (4.35)

ãäå a = ~2/me2 - òàê íàçûâàåìûé áîðîâñêèé ðàäèóñ. Äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ,
êîãäà àòîì âîäîðîäà íàõîäèòñÿ â òî÷êå ~R, îïåðàòîð è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ,
ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò âèä

H
(2)
0 = − ~

2

2m
∇2

r −
e2

|~r − ~R|
, ϕ2 =

1√
πa3

exp(−|~r − ~R|/a). (4.36)

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùóþ ñèñòåìó: ïðîòîí íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè
R îò àòîìà âîäîðîäà. Òàêóþ ñèñòåìó áóäåì íàçûâàòü ïîëíîé èëè âîç-
ìóùåííîé. Ñèñòåìó, â êîòîðîé ïðîòîí óäàëåí â áåñêîíå÷íîñòü (ò.å. ñîá-
ñòâåííî àòîì âîäîðîäà), áóäåì íàçûâàòü èñõîäíîé èëè íåâîçìóùåííîé
ñèñòåìîé. Ãàìèëüòîíèàí ïîëíîé ñèñòåìû çàïèøåì ñ ó÷åòîì, ÷òî ïðîòî-
íû íåïîäâèæíû è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà íóëþ

H = − ~
2

2m
∇2

r −
e2

r
− e2

|~r − ~R|
+

e2

R
. (4.37)

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ãàìèëüòîíèàí ìîæíî ïðåäñòàâèòü äâóìÿ ðàçëè÷-
íûìè ñïîñîáàìè

H = H
(1)
0 + V1 (4.38)

ãäå V1 = − e2

|~r−~R| +
e2

R
, èëè

H = H
(2)
0 + V2 (4.39)

ãäå V2 = − e2

r
+ e2

R
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé ïîëíîé ñèñòåìû ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü êàê ñòàöèîíàðíîå, òàê è íåñòàöèîíàðíîå (âðåìåííîå) óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà. Èòîãîâîå ðåøåíèå îò ýòîãî âûáîðà íå çàâèñèò. Îò ýòîãî çà-
âèñèò ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé - èëè â âèäå ñòîÿ÷èõ, èëè â âèäå
áåãóùèõ âîëí. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â êëàññè÷åñêîé ìå-
õàíèêå ïðè ðàññìîòðåíèè êîëåáàíèé, íàïðèìåð, çàêðåïëåííîé ñòðóíû.
Êàê èçâåñòíî, ïðè âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé îïðåäåëåííûõ ÷àñòîò â òà-
êîé ñòðóíå ìîãóò âîçíèêàòü ñòîÿ÷èå âîëíû. Ýòî àíàëîã ñòàöèîíàðíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû. Îäíàêî, ñòîÿ÷óþ âîëíó âñåãäà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê ðåçóëüòàò ñóïåðïîçèöèè (èíòåðôåðåíöèè) äâóõ áåãóùèõ
íàâñòðå÷ó âîëí îïðåäåëåííîé ÷àñòîòû.

Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (4.37) âîëíîâûå ôóíêöèè ϕ1 è ϕ2 íå ÿâëÿþòñÿ ñîá-
ñòâåííûìè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà
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ìû âîñïîëüçóåìñÿ íåñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà. Â ñèëó òî-
ãî, ÷òî íàøà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé, ò.å. ðàçíîñòü ýíåðãèé ýòèõ
ñîñòîÿíèé ðàâíà íóëþ, ìû, ñîãëàñíî îáùåé ñõåìå (ñì. 12.3. "Âûðîæäåí-
íûé ñëó÷àé") , óæå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, à â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé âûáåðåì âîëíî-
âûå ôóíêöèè íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà

ψ = a1(t)ϕ1 + a2(t)ϕ2, (4.40)

ãäå êîýôôèöèåíòû a1(t) è a2(t) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè, à ñàìà èñ-
êîìàÿ ôóíêöèÿ (4.40) óäîâëåòâîðÿåò íåñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ Øðå-
äåíãèðà

i~
∂ψ

∂t
= (H

(1,2)
0 + V1,2)ψ. (4.41)

Çäåñü âûáèðàþòñÿ ëèáî ïåðâûå, ëèáî âòîðûå èíäåêñû.
Äàëåå ïðîäåëûâàåì ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó (ñì., íàïðèìåð, (4.5)):

ïîäñòàâèì (4.40) â (4.41); çàòåì óìíîæèì ñëåâà ýòî óðàâíåíèå íà êîì-
ïëåêñíî ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèþ ϕ∗1 è ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, ïðè ýòîì ó÷òåì (4.35); ïîòîì, àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó, óìíîæèì óðàâíåíèå (4.41) íà ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèþ ϕ∗2 è
òàêæå ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, ó÷òÿ (4.36). Ìû ïðåäëàãà-
åì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðîäåëàòü ýòè íåñëîæíûå âûêëàäêè.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé





i~ ȧ1 + i~S ȧ2 = (E0 + V11)a1 + (E0S + V12)a2,

i~S ȧ1 + i~ ȧ2 = (E0S + V21)a1 + (E0 + V22)a2,
(4.42)

ãäå äëÿ èíòåãðàëà ïåðåêðûâàíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé S è ìàòðè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ Vij ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ, àíàëîãè÷íî (4.6)

S =

∫
ϕ∗1ϕ2dv =

∫
ϕ∗2ϕ1dv,

V11 =

∫
ϕ∗1V1ϕ1dv, V12 =

∫
ϕ∗1V2ϕ2dv,

V21 =

∫
ϕ∗2V1ϕ1dv, V22 =

∫
ϕ∗2V2ϕ2dv.

èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.42) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ (4.41).
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Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ. Îïðåäåëèì ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû. Â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè êîýôôèöèåíòû aj, êàê ìû îòìå÷àëè âûøå
(3.5), äîëæíû ïðåäñòàâëÿòüñÿ â âèäå

a1(t) = A1exp{−i
E

~
t}, a2(t) = A2exp{−i

E

~
t},

ãäå êîýôôèöèåíòû Aj îò âðåìåíè óæå íå çàâèñÿò. Çíà÷åíèÿ ýíåðãèè E
ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Ïîäñòàâëÿÿ òàêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå aj â (4.42) è äåëàÿ íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì àë-
ãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

{
(E0 + V11 − E)A1 + (E0S + V12 − ES)A2 = 0,
(E0S + V21 − ES)A1 + (E0 + V22 − E)A2 = 0.

(4.43)

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, êîãäà åå ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü
ðàâåí íóëþ. Ñîñòàâëÿÿ ýòîò îïðåäåëèòåëü è ïðèðàâíèâàÿ åãî íóëþ, ïîëó-
÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýíåð-
ãèè E ãàìèëüòîíèàíà (4.37). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ýòà ïðîöåäóðà âïîëíå
àíàëîãè÷íà òàêîâîé äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñèñòåìû äâóõ
ñâÿçàííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ (??), (??).

Ïðåæäå ÷åì íàõîäèòü ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû îáðàòèì âíèìàíèå íà
ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî V11 = V22 è V12 = V21. Ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò íàõîæäåíèå ðåøåíèé è ìû ïîëó-
÷àåì äâà çíà÷åíèÿ ýíåðãèè

E1 = E0 + V11+V12

1+S

E2 = E0 + V11−V12

1−S

(4.44)

Äàëåå, äëÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè E1 è E2 èç ñèñòåìû (4.43), ìîæíî îïðåäå-
ëèòü êîýôôèöèåíòû Aj. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ E = E1 âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî A1 = A2, à äëÿ ñëó÷àÿ E = E2 èìååì, ñîîòâåòñòâåííî, A1 = −A2.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ âûðàæåíèé íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâè-
åì íîðìèðîâêè ïîëíîé âîëíîâîé ôóíêöèè, êîòîðîå äëÿ íàøåé ñèñòåìû
èìååò âèä ∫

|ψ|2dv = A2
1 + 2A1A2S + A2

2 = 1. (4.45)

Ìû ïîëàãàåì êîýôôèöèåíòû Aj äåéñòâèòåëüíûìè.
Òåïåðü ìîæíî âûïèñàòü âîëíîâûå ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòå-
ìû ñ ýíåðãèåé E1 èìååò âèä

ψ1 =
1√

2(1 + S)
(ϕ1 + ϕ2) exp

(
−i

E1

~
t

)
, (4.46)
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à âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîñòîÿíèþ ñ ýíåðãèåé E2

ψ2 =
1√

2(1− S)
(ϕ1 − ϕ2) exp

(
−i

E2

~
t

)
. (4.47)

Ôóíêöèè (4.46) è (4.47) îïèñûâàþò ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ïîëíîé
ñèñòåìû H+

2 è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, êàê âèäíî èç ýòèõ âûðàæåíèé, ñó-
ïåðïîçèöèþ ñîñòîÿíèé íåâîçìóùåííîé (èñõîäíîé) ñèñòåìû. Íàïîìíèì,
÷òî ñîñòîÿíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ϕ1 è ϕ2 ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëèçîâàííûì
ñîñòîÿíèÿì ýëåêòðîíà (àòîì âîäîðîäà) â òî÷êàõ ~r = 0 è ~r = ~R, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïåðåìåøèâàíèå ýòèõ ñîñòîÿíèé îçíà÷àåò, ÷òî â ïîëíîé ñèñòåìå
ýëåêòðîí äåëîêàëèçóåòñÿ - îí îäíîâðåìåííî (÷àñòè÷íî) íàõîäèòñÿ è âîçëå
ïåðâîãî ïðîòîíà è âîçëå âòîðîãî. Ýòî ÿâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå èíòåð-
ôåðåíöèè ñîñòîÿíèé è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè. Ìû
ìîæåì òåïåðü ñêàçàòü òîëüêî, ÷òî ýëåêòðîí ëîêàëèçîâàí â îáëàñòè ïðî-
ñòðàíñòâà, ãäå ðàñïîëàãàþòñÿ îáà ïðîòîíà, ò.å. â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ñ
ýôôåêòèâíûì ðàäèóñîì ïîðÿäêà ìåæÿäåðíîãî ðàññòîÿíèÿ R. Äåòàëüíàÿ
èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â âîëíîâûõ ôóíêöèÿõ. Ìîæíî óêàçàòü îáëàñòü,
â êîòîðîé, íàïðèìåð,

∫ |ψ|2dv = 0, 9. Ýòà îáëàñòü áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
ýëåêòðîííîìó îáëàêó - îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ýëåêòðîíà. Ýëåêòðîí, êàê
ãîâîðÿò, "ðàçìàçûâàåòñÿ"ìåæäó äâóìÿ öåíòðàìè è ìû íå ìîæåì ñêàçàòü
áîëåå òî÷íî ãäå íàõîäèòñÿ ýëåêòðîí, îí äåëîêàëèçîâàí.

Îáëàñòü ëîêàëèçàöèè ýëåêòðîíà îïðåäåëÿåòñÿ âîëíîâûìè ôóíêöèÿ-
ìè (4.46) è (4.47) ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé. Íåìíîãî íèæå ìû ïîëó÷èì
ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèé ñèñòåìû E1,2(R) (4.57) â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ,
àíàëèç êîòîðûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî E1(R) èìååò ìèíèìóì, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
åò óñòîé÷èâîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû H+

2 . Ñèñòåìà â ýòîì ñîñòîÿíèè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äåéñòâèòåëüíûé èîí ìîëåêóëû âîäîðîäà è, â ñèëó ýòîãî,
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (4.46) íàçûâàåòñÿ ñâÿçûâàþùåé îðáèòàëüþ. Èç ýòîãî
ðàññìîòðåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ïîíÿòíûìè îñíîâíûå èäåè, ëåæàùèå â îñíîâà-
íèè êâàíòîâîãî îïèñàíèÿ õèìè÷åñêîé ñâÿçè. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü, ýíåð-
ãèÿ E2(R) íå èìååò ìèíèìóìà è íàçûâàåòñÿ àíòèñâÿçûâàþùåé èëè ðàç-
ðûõëÿþùåé îðáèòàëüþ äëÿ èîíà ìîëåêóëû âîäîðîäà. Â ñîñòîÿíèè (4.46)
ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü ñîñðåäîòî÷åíà ïðåèìóùåñòâåííî ìåæäó ïðîòîíà-
ìè (ðèñ. 12.2 Â), à â ñîñòîÿíèè (4.47) - âíå ýòîé îáëàñòè (ðèñ. 12.2 Ã).

Íåñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ. Âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (4.42) è
ïîñìîòðèì íà íåå íåñêîëüêî èíà÷å è ïîïðîáóåì íàéòè íåñòàöèîíàðíûå
ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî V11 = V22 è
V12 = V21. Òîãäà, ñíà÷àëà ñêëàäûâàÿ ýòè óðàâíåíèÿ, à çàòåì âû÷èòàÿ èõ
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äðóã èç äðóãà, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé




i~(1 + S) ∂
∂t

(a1 + a2) = α(a1 + a2),

i~(1− S) ∂
∂t

(a1 − a2) = β(a1 − a2),
(4.48)

ãäå
α = E0(1 + S) + V11 + V12, β = E0(1− S) + V11 − V12.

Èç (4.48) ïîëó÷èì ðåøåíèÿ

a1 + a2 = C1 exp
(−iE0

~ t
)
exp

(
−iV11+V12

(1+S)~ t
)

,

a1 − a2 = C2 exp
(−iE0

~ t
)
exp

(
−iV11−V12

(1−S)~ t
)

.

(4.49)

Ïðèìåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ a1(0) = 1, a2(0) = 0. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî
C1 = C2 = 1. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè äëÿ ôóíêöèè (4.40) ìîæíî
òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî ëèáî C1 = C2 = 1, ëèáî C1 = −C2 = 1. Äàëåå, åñëè
S ¿ 1, òî ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü, ÷òî |aj|2 ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíî-
ñòè íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè ϕj. Ìàëîñòü èíòåãðàëà ïåðåêðûâà-
íèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé S â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âàæíûì óñëîâèåì.
Äåéñòâèòåëüíî, ìû õîòèì èíòåðïðåòèðîâàòü ðåçóëüòàòû â òåðìèíàõ ïå-
ðåíîñà çàðÿäà. Ïðè÷åì íàñ èíòåðåñóåò ïåðåíîñ èìåííî öåëîãî çàðÿäà,
÷àñòè÷íûé ïåðåíîñ, êàê ìû âèäåëè âûøå, îñóùåñòâëÿåòñÿ. Äëÿ íàøåé
ñèñòåìû ìàëîñòü S ýêâèâàëåíòíî áîëüøîìó ìåæÿäåðíîìó ðàññòîÿíèþ.
Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ïîëíàÿ ñèñòåìà
H+

2 áóäåò "ïîõîæà"íà ñèñòåìó "àòîì âîäîðîäà+ïðîòîí"(H + p+), ò.å. íà
ñèñòåìó "ëîêàëèçîâàííûé ýëåêòðîí+äðóãîé öåíòð".

Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ a1(0) = 1, a2(0) = 0
ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèÿì

|a1|2 = 1
2

(
1 + cos

(
V11−V12

~(1−S2)
t
))

,

|a2|2 = 1
2

(
1− cos

(
V11−V12

~(1−S2)
t
)) (4.50)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ÷åðåç âðåìÿ τ , ðàâíîå

τ =
π~(1− S2)

|V11S − V12| (4.51)

êîýôôèöèåíòû ïðèìóò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ |a1(τ)|2 = 0, à |a2(τ)|2 = 1,
ò.å. ñ âåðîÿòíîñòüþ áëèçêîé ê åäèíèöå ýëåêòðîí áóäåò ëîêàëèçîâàí íà
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âòîðîì ïðîòîíå. Çàòåì îí âíîâü ïåðåéäåò íà ïåðâûé ïðîòîí è ò.ä. Âîç-
íèêíóò, òàê íàçûâàåìûå, êâàíòîâûå îñöèëëÿöèè ñ ÷àñòîòîé τ−1. Â äàííîé
ñèòóàöèè ïåðåíîñà çàðÿäà, â òðàäèöèîííîì ïîíèìàíèè ñìûñëà ñëîâà, íå
ïðîèñõîäèò. Ýëåêòðîí, ïåðåñêàêèâàåò ñ îäíîãî ïðîòîíà íà äðóãîé, âñå
âðåìÿ îñòàâàÿñü ãäå-òî ìåæäó íèìè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñõåìàòè÷åñêè ïî-
êàçàíà ñòðåëî÷êàìè íà ðèñ. 12.2 Â, ãäå óêàçàíû ôîðìàëüíûå êîíñòàíòû
ñêîðîñòè ïåðåíîñà ýëåêòðîíà îò îäíîãî ïðîòîíà ê äðóãîìó k = k− = τ−1.

Ïåðåíîñ çàðÿäà â òðàäèöèîííîì ïîíèìàíèè, ò.å. êîãäà ñîâåðøàåòñÿ
íàïðàâëåííûé èëè íåîáðàòèìûé ïåðåíîñ, ìîæåò îñóùåñòâèòüñÿ â íàøåé
ìîäåëè ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè, à èìåííî, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè
τ êàêèì ëèáî îáðàçîì èçìåíèòñÿ ñîñòîÿíèå äðóãîãî öåíòðà (íàïðèìåð,
ê ïðîòîíó ïîäîéäåò äðóãàÿ ïîëÿðíàÿ ãðóïïà). Òîãäà "ïðûãíóòü"îáðàòíî
íà ïåðâûé öåíòð ýëåêòðîíó áóäåò òðóäíåå è îí ëîêàëèçóåòñÿ íà ýòîì âòî-
ðîì öåíòðå. Çäåñü, êàê ìû âèäèì, âîçíèêàåò ñòîðîííèé ôàêòîð, êîòîðûé
îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ êàê îêðóæàþùàÿ ñðåäà, î ðîëè êîòðîãî â ïðîöåññå
ýëåêòðîííîãî òðàíñïîðòà ìû ïîãîâîðèì â ñëåäóþùåé ãëàâå.

Âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Èç ïðîâåäåííîãî ðàññìîòðå-
íèÿ ìîæíî ñäåëàòü íåêîòîðûå êà÷åñòâåííûå âûâîäû î ìåõàíèçìàõ, îïðå-
äåëÿþùèõ ïåðåíîñ çàðÿäà èëè îñóùåñòâëÿþùèõ õèìè÷åñêóþ ñâÿçü. Îä-
íàêî, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè è ñðàâíèòü èõ ñ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûìè äàííûìè ìû äîëæíû âû÷èñëèòü ÿâíûì îáðàçîì ìàòðè÷-
íûå ýëåìåíòû, ôèãóðèðóþùèå â îáùèõ âûðàæåíèÿõ è ñîäåðæàùèå âàæ-
íûå äåòàëè êâàíòîâîãî ïðîöåññà. Äëÿ ñëîæíûõ ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì,
êîòîðûå, âåñüìà òðóäíî, åñëè âîîáùå âîçìîæíî, âû÷èñëèòü íåîáõîäè-
ìûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû. Îäíàêî, â íàøåé èäåàëèçèðîâàííîé ìîäåëè,
äëÿ êîòîðîé èçâåñòíû âñå íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû, ýòî ñäåëàòü ìîæíî, à
ïîëó÷åííûå ÿâíûå âûðàæåíèÿ è ñäåëàííûå íà èõ îñíîâå ÷èñëîâûå îöåí-
êè ìîæíî (ñ îïðåäåëåííûìè ïîïðàâêàìè) èñïîëüçîâàòü äëÿ ÷èñëîâûõ
îöåíîê ïàðàìåòðîâ áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì. Èíûìè ñëîâàìè, ìîäåëü èîíà
ìîëåêóëû âîäîðîäà ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì ê ðåàëüíûì ñèñòå-
ìàì, îñóùåñòâëÿþùèì ýëåêòðîííûé òðàíñïîðò â ñëîæíûõ êâàíòîâûõ
ñèñòåìàõ, â òîì ÷èñëå è â áèîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ, ò.å. ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìîæíî ïðîèçâî-
äèòü â ëþáûõ êîîðäèíàòàõ, îäíàêî óäîáíåå ýòî ñäåëàòü â ýëëèïòè÷åñêèõ
èëè, êàê èõ íàçûâàþò èíà÷å, ñôåðîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, êîòîðûå ââî-
äÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 12.2 À, ãäå r′ = |~r − ~R|):

µ =
r + r′

R
, ν =

r − r′

R
, φ, (4.52)

ãäå φ - óãîë ïîâîðîòà âîêðóã îñè z. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòîò êîîðäèíàòíûé
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óãîë ñîâïàäàåò ñ àçèìóòàëüíûì óãëîì φ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò. Åñëè ïîëîæèòü µ = const, òî èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (4.52) áóäåò
ñëåäîâàòü, ÷òî êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñû. Åñëè æå ïî-
ëîæèòü ν = const, òî èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (4.52) áóäåò ñëåäîâàòü,
÷òî êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëû. Ïðè÷åì, äëÿ êàæäîé
ãèïåðáîëû âåëè÷èíà ν ïîñòîÿííà ïî ìîäóëþ, íî ðàçëè÷àåòñÿ çíàêîì íà
åå âåòâÿõ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

1 ≤ µ ≤ ∞, −1 ≤ ν ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ íåîáõîäèìî âûðàçèòü ðàäèóñû - âåêòîðû
r, r′ è cos θ, à òàêæå ýëåìåíò îáúåìà dv â íîâûõ êîîðäèíàòàõ µ, ν, φ. Èç
(4.52) ñëåäóåò, ÷òî

r =
R

2
(µ + ν), r′ = |~r − ~R| = R

2
(µ− ν). (4.53)

Èç òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî âåêòîðàìè ~r, ~r′, ~R, èñïîëüçóÿ òåîðåìó
êîñèíóñîâ, ïîëó÷èì

cos θ =
1 + µν

µ + ν

è, ñëåäîâàòåëüíî,

sin θ =
1

µ + ν

√
(µ2 − 1)(1− ν2).

Âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà îáúåìà â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïî-
ëó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû àíàëèçà î çàìåíå ïåðåìåííûõ â n-
êðàòíîì èíòåãðàëå

∫

D

f(y)dy =

∫

D′

f(ψ(x))

∣∣∣∣
D(y)

D(x)

∣∣∣∣ dx.

ãäå ∣∣∣∣
D(y)

D(x)

∣∣∣∣ = |detT |

ìîäóëü ÿêîáèàíà, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ ìîäóëåì îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòîò îïðåäåëè-
òåëü èìååò âèä

D(r, θ, φ)

D(µ, ν, φ)
=

∣∣∣∣∣∣

r′µ r′ν r′φ
θ′µ θ′ν θ′φ

φ′µ φ′ν φ′φ

∣∣∣∣∣∣
(4.54)
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Ó÷òÿ, ÷òî êîîðäèíàòû r, θ, φ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç µ, ν, φ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

r =
R

2
(µ + ν), θ = arccos

(
1 + µν

µ + ν

)
, φ = φ,

è ïðîäåëàâ íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì äëÿ ýëåìåíòà îáúåìà, êî-
òîðûé â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìåë âèä dv = r2 sin θdrdθdφ, âûðà-
æåíèå â ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

dv =
R3

8
(µ2 − ν2)dµdνdφ. (4.55)

Èñïîëüçóÿ ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû, ìû äîâîëüíî ëåãêî ïîëó÷èì
äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

V11 = V22 = e2

R
(1− (1 + ρ)e−2ρ) ,

V12 = V21 = e2

R
ρ (1 + ρ) e−ρ,

S =
(
1 + ρ + 1

3
ρ2

)
e−ρ.

(4.56)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ρ = R/a - áåçðàçìåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÿä-
ðàìè. Íàïîìíèì, a = ~2/me2 ≈ 0.53�A- áîðîâñêèé ðàäèóñ.

Ýíåðãèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ ýíåðãèé ñòàöèîíàðíûõ ñî-
ñòîÿíèé íàøåé ñèñòåìû, èñïîëüçóÿ (4.56), ïîëó÷èì ÿâíûå âûðàæåíèÿ

E1(R) = E0 + e2

R

(1+ρ)e−2ρ+(1− 2
3
ρ2)e−ρ

1+(1+ρ+ 1
3

ρ2)e−ρ ,

E2(R) = E0 + e2

R

(1+ρ)e−2ρ−(1− 2
3
ρ2)e−ρ

1−(1+ρ+ 1
3

ρ2)e−ρ

(4.57)

Ýíåðãèÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé, êàê âèäíî èç (4.57), ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñèò
îò ìåæÿäåðíîãî ðàññòîÿíèÿ R. Íà ðèñóíêå 12.3 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè
çàâèñèìîñòåé E(R) äëÿ äâóõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ìîäåëüíîé ñèñòå-
ìû H+

2 çà âû÷åòîì ñîáñòâåííîé ýíåðãèè àòîìà âîäîðîäà E0.. Èç ýòèõ
ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ E1(R) èìååò ìèíèìóì (óñòîé÷èâîå ñîñòî-
ÿíèå), êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ ïðè R = 2, 5a, ò.å. R ≈ 1, 32 �A, à ýíåðãèÿ
E2(R) ìèíèìóìà íå èìååò (íåóñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå), ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàÿ ïðè óìåíüøåíèè ìåæÿäåðíîãî ðàññòîÿíèÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè
ρ ≈ 6 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïðè R ≈ 3 �A, ìîëåêóëÿðíûé èîí âîäîðîäà
äèññîöèèðóåò.
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Ðèñ. 4.2: Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè E(ρ) äâóõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû H+
2 çà âû÷åòîì

ñîáñòâåííîé ýíåðãèè àòîìà âîäîðîäà E0, âåëè÷èíà êîòîðîé íå çàâèñèò îò R. Ñîñòîÿíèå ψ1 õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ ýíåðãèåé E1(ρ) (êðèâàÿ 1) è ñîñòîÿíèå ψ2 õàðàêòåðèçóåòñÿ ýíåðãèåé E2(ρ) (êðèâàÿ
2). Ïàðàìåòð ρ = R/a, ãäå a ≈ 0.5 �A� áîðîâñêèé ðàäèóñ. Ïî îñè îðäèíàò ýíåðãèÿ èçìåðÿåòñÿ â
àòîìíûõ åäèíèöàõ (Õàðòðè).

Õàðàêòåðíûé ïåðèîä ñìåíû ñîñòîÿíèé. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå
âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ (4.56) âûïèøåì ÿâíûé âèä âðå-
ìåíè τ (4.51), êîòîðîå ìû, ïîêà óñëîâíî, ñîîòíîñèì ñ õàðàêòåðíûì âðå-
ìåíåì ïåðåíîñà ýëåêòðîíà

τ =
π~
q2
e

ρaeρ

(|2
3
ρ2 − 1|) . (4.58)

Çäåñü qe - çàðÿä ýëåêòðîíà, ρ = R/a. Âû÷èñëèì τ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèé ìåæÿäåðíîãî ðàññòîÿíèÿ R. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâèì â òàáëèöå, ãäå
ðàññòîÿíèå ïðåäñòàâëåíî â �A, à âðåìÿ â ñåêóíäàõ

R, �A 1,32 2 5 30
τ, ñ 2, 7 · 10−16 4 · 10−16 2, 35 · 10−14 3, 3 · 106

Ýòè ÷èñëîâûå îöåíêè óäàëîñü ïîëó÷èòü òîëüêî ïîñëå ÿâíîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ çàäà÷è. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî íà ìàëûõ
ðàññòîÿíèÿõ îñöèëëÿöèè áûñòðûå, ñðàâíèìûå ñ îïòè÷åñêèìè ÷àñòîòà-
ìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ. Îäíàêî, êîãäà ðàññòîÿíèå ñòàíîâèòñÿ
ñóùåñòâåííûì ïî ñðàâíåíèþ ñ àòîìíûìè ðàçìåðàìè, îñöèëëÿöèè ïðàê-
òè÷åñêè ïðåêðàùàþòñÿ. Ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ïðè ðàññòîÿíèè ìåæäó
ïðîòîíàìè ïîðÿäêà 30 �A ðåàëèçóåòñÿ ëîêàëèçîâàííîå ñîñòîÿíèå - ýëåê-
òðîí "æèâåò"âîçëå îäíîãî ïðîòîíà â òå÷åíèå ìíîãèõ ÷àñîâ. Âìåñòå ñ òåì
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îòìåòèì, ÷òî â áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, â ÷àñòíîñòè â ôîòîñèíòåòè÷å-
ñêèõ ðåàêöèîííûõ öåíòðàõ, ýëåêòðîí òóííåëüíûì îáðàçîì ïåðåíîñèò-
ñÿ íà ðàññòîÿíèÿ ïîðÿäêà 30 �A çà âðåìåíà ñóùåñòâåííî ìåíüøèå îäíîé
ñåêóíäû, ò.å. ïðèìåðíî íà 7 - 8 ïîðÿäêîâ áûñòðåå, ÷åì ýòî ñëåäóåò èç
òàáëèöû. Ïðè÷èíó ýòîãî ìû îáñóäèì íèæå, êîãäà áóäåì ðàññìàòðèâàòü
âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà ñî ñðåäîé.

4.4 Âàðèàöèîííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ñòàöè-
îíàðíûõ ñîñòîÿíèé.

Èîí âîäîðîäà - ýòî áàçîâàÿ ìîäåëü äëÿ èçó÷åíèÿ êâàíòîâîé ïðèðîäû
õèìè÷åñêîé ñâÿçè è îñíîâ òåîðèè ýëåêòðîííîãî ïåðåíîñà, ïîýòîìó ïðî-
àíàëèçèðóåì åå ñ ïîìîùüþ äðóãîãî, øèðîêî èñïîëüçóåìîãî â êâàíòîâîé
òåîðèè, ìåòîäà - âàðèàöèîííîãî ìåòîäà, ðàçâèòîãî â ðàáîòàõ Ðèòöà, Õèë-
ëåðààñà è äð. Ýòîò ìåòîä, â îòëè÷èå îò ìåòîäà òåîðèè âîçìóùåíèé, ïîç-
âîëÿåò íàõîäèòü ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû è â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ýíåðãèÿ âîçìóùåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåé íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû. Ñóòü âàðèàöèîííîãî ìå-
òîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñðåäíþþ ýíåðãèþ ñèñòåìû ìîæíî âû÷èñëèòü
ïî ôîðìóëå (??)

〈E〉 =

∫
ψ∗Hψdv. (4.59)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå E0 ãàìèëüòîíèàíà
H â ñîñòîÿíèè ψ è åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå, âû÷èñëåííîå ïî (4.59), ñâÿçàíû
íåðàâåíñòâîì

〈E〉 ≥ E0.

Î÷åâèäíî, íåîáõîäèìî íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà (4.59),
ò.ê. îíî áóäåò íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèåì ê èñòèííîìó ñîáñòâåííîìó çíà-
÷åíèþ ãàìèëüòîíèàíà. Äëÿ ýòîãî íàäî âûáðàòü ïðîáíóþ ôóíêöèþ ψ êàê
ôóíêöèþ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äàííûé èíòåãðàë
ìîæíî áûëî âû÷èñëèòü òî÷íî. Ïîñëå ýòîãî ýíåðãèÿ E ñòàíîâèòñÿ ôóíê-
öèåé ââåäåííûõ ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð E = E(α, β), ãäå α, β - âûáðàííûå
ïàðàìåòðû. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå E êàê ôóíêöèè α, β äîëæíî ïðèáëè-
æàòüñÿ ê äåéñòâèòåëüíîìó çíà÷åíèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ E0.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â ýòîì ìåòîäå ñîñòîèò â âûáîðå ïðîáíîé ôóíê-
öèè. Çäåñü íåò íèêàêèõ ðåöåïòîâ è, â ïðèíöèïå, òàêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò
áûòü ëþáîé. Ïðè åå âûáîðå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âñþ äîñòóïíóþ
èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ ñèñòåìû. ×àñòî ïðîáíûå ôóíêöèè ïîäáèðà-
þò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè õîòÿ áû ïî ôîðìå íàïîìèíàëè ðåøåíèÿ

139



óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà áåç âîçìóùåíèÿ. Íàïðèìåð, Õèëëåðààñ (1927 ã.)
ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ìåòîäà îïðåäåëèë ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ àòîìà ãåëèÿ. Â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè îí âûáðàë ôóíêöèþ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà, çàìåíèâ â íåé çàðÿä z íåêîòîðûì
ýôôåêòèâíûì çàðÿäîì z′, ïðåäñòàâëÿâøèì ñîáîé íåèçâåñòíûé âàðüèðó-
åìûé ïàðàìåòð, êîòîðûé òàêæå íàäëåæèò îïðåäåëèòü èç âàðèàöèîííîé
ïðîöåäóðû.

Ìîäåëü èîíà ìîëåêóëû âîäîðîäà. Âåðíåìñÿ ê íàøåé ìîäåëüíîé
ñèñòåìå è âûáåðåì â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

ψ = αϕ1 + βϕ2, (4.60)

ãäå α è β - ïàðàìåòðû, à ôóíêöèè

ϕ1 = (πa3)−1/2 exp(−r/a),

ϕ2 = (πa3)−1/2 exp(−|~r − ~R|/a)
(4.61)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, êàê è âûøå (4.35), (4.36), ôóíêöèè îñíîâíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà, öåíòðèðîâàííûå íà ïåðâîì è âòîðîì ïðîòîíàõ,
ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ôóíêöèè, êàê ìû âèäåëè, îïðåäåëÿþò ëîêàëèçàöèþ
ýëåêòðîíà íà ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîòîíå, ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ äðóãî-
ãî.

Îïðåäåëèì ýíåðãèþ ñèñòåìû E(R) ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîé ïðîöå-
äóðû, à èìåííî ïîëó÷èì óñëîâèÿ, îáðàùàþùèå â íóëü âàðèàöèþ èíòå-
ãðàëà8

δ

∫
ψ∗[H − E(R)]ψdv = 0. (4.62)

Ïîäñòàâèì (4.60) â (4.62) è ïðîâåäåì ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå, òîãäà
ïîä çíàêîì âàðèàöèè ó íàñ ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåò-
ðîâ α è β. Âàðüèðóÿ, ò.å. äèôôåðåíöèðóÿ, ýòî âûðàæåíèå ñíà÷àëà ïî α
è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå, à çàòåì äèôôåðåíöèðóÿ
èñõîäíîå âûðàæåíèå ïî β è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ðåçóëüòàò, ïîëó÷èì äâà
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ

{
2α(ε(R) + V11) + β(2Sε(R) + V12 + V21) = 0,
α(2Sε(R) + V12 + V21) + 2β(ε(R) + V22) = 0,

(4.63)

8Äàííàÿ ïðîöåäóðà àíàëîãè÷íî íàõîæäåíèþ ýêñòðåìóìà íåêîòîðîé ôóíêöèè, êî-
ãäà ìû ïðèðàâíèâàåì íóëþ åå ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ. Çäåñü ìû èìååì äåëî íå ñ ôóíê-
öèåé, à ñ ôóíêöèîíàëîì, ïîýòîìó óñëîâèå íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôîð-
ìóëèðóåòñÿ èíà÷å, ÷åì äëÿ ôóíêöèè, íî ñìûñë îñòàåòñÿ òåì æå. Î âàðèàöèîííîì
èñ÷èñëåíèè ñì., íàïðèìåð, Ë.Ý. Ýëüñãîëüö. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è âàðèà-
öèîííîå èñ÷èñëåíèå. Ì.: Íàóêà, 1969. - 424 ñ.
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ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

ε(R) = E(R)− E0 − e2

R
,

V11 =

∫
ϕ∗1

e2

|~r − ~R|
ϕ1dv,

V22 =

∫
ϕ∗2

e2

r
ϕ2dv,

V12 =

∫
ϕ∗1

e2

r
ϕ2dv,

V21 =

∫
ϕ∗2

e2

|~r − ~R|
ϕ1dv,

S =

∫
ψ∗1ϕ2dv =

∫
ψ∗2ϕ1dv.

Óñëîâèå íîðìèðîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè (4.60)
∫
|ψ|2dv = 1

â íàøåì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

α2 + 2αβS + β2 = 1. (4.64)

Èç óñëîâèÿ íåòðèâèàëüíîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.65), ò.å. èç ðàâåíñòâà
íóëþ åå ãëàâíîãî îïðåäåëèòåëÿ, ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, èç
êîòîðîãî îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ýíåðãèè E(R), ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíèìóìó
ôóíêöèîíàëà (4.62). Çàòåì èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ íàéäåííûõ
çíà÷åíèé E(R) îïðåäåëèì, èñïîëüçóÿ (4.64), ïàðàìåòðû α è β.

Èñïîëüçóÿ ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû, äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïî-
ëó÷èì òàêèå æå âûðàæåíèÿ, ÷òî è âûøå (4.56). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,
÷òî V11 = V22 è V12 = V21, ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.63) â âèäå

{
α(V11 + ε) + β(V12 + Sε) = 0
α(V12 + Sε) + β(V11 + ε) = 0

(4.65)

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû, ïîëó÷èì ñëåäó-
þùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèé

ε1 = E1(R)− E0 − e2

R
= −V11+V12

1+S
,

ε2 = E2(R)− E0 − e2

R
= −V11−V12

1−S
.

(4.66)
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Äàëåå, ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå ε1 â ëþáîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.66), ïîëó-
÷èì, ÷òî

α = β,

à èñïîëüçóÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè (4.64), îïðåäåëèì α

α =
1√

2(1 + S)
.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íàøåé ìîäåëüíîé ñèñòåìû (4.60) ïðèíèìàåò âèä, àíà-
ëîãè÷íûé (4.46)

ψI =
1√

2(1 + S)
(ψ1 + ψ2) exp

(
−ε1

~
t
)

.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ýíåðãèè ε2 ïîëó÷èì α = −β, ãäå α = 1√
2(1−S)

è ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò òàêîé æå âèä, êàê (4.47)

ψII =
1√

2(1− S)
(ψ1 − ψ2) exp

(
−ε2

~
t
)

.

Ñîñòîÿíèÿ ψI è ψII , òàêæå êàê è (4.46), (4.47), ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè.
Âûïèøåì ÿâíûé âèä ýíåðãèè E1(R), îòñ÷èòûâàÿ ýíåðãèþ îò çíà÷åíèÿ

ñîáñòâåííîé ýíåðãèè àòîìà âîäîðîäà E0, ò.å. ïîëàãàÿ E1(R) ≡ E1(R) −
E0 = ε1 + e2

R
. Ýòà ýíåðãèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ ψI

E1(R) = E0 +
e2

R

(1 + ρ)e−2ρ +
(
1− 2

3
ρ2

)
e−ρ

1 +
(
1 + ρ + 1

3
ρ2

)
e−ρ

. (4.67)

êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, ïîëó÷åííûì âûøå (ñð. ñ E1(R) èç
(4.57)).

Ïðè ρ = 2, 5 äàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ìèíèìóì è ñîñòîÿíèå ñ ýíåð-
ãèåé E1 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψI ýòîãî ñîñòîÿíèÿ
íàçûâàåòñÿ ñâÿçûâàþùåé îðáèòàëüþ. Ìèíèìóì ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò
ìåæÿäåðíîìó ðàññòîÿíèþ Rm = ρa0 ≈ 1, 32 �A. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå æå
çíà÷åíèå Rm = 1, 08 �A. [?]. Ýòî ðàñõîæäåíèå îáóñëîâëåíî ãðóáîñòüþ äàí-
íîé âàðèàöèîííîé ïðîöåäóðû. Ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì çíà÷èòåëüíî
óëó÷øàåòñÿ, åñëè â ïðîáíîé ôóíêöèè (4.60), íàðÿäó ñ âàðèàöèîííûìè
ïàðàìåòðàìè α è β, ââåñòè òðåòèé ïàðàìåòð - ýôôåêòèâíûé çàðÿä z∗

ÿäåð ìîëåêóë.
Çíà÷åíèå ýíåðãèè â ìèíèìóìå E1(Rm) = −0, 9 ýÂ. Ïî ñâîåìó ñìûñëó

îíà äîëæíà áûòü ðàâíà ýíåðãèè äèññîöèàöèè èîíà ìîëåêóëû âîäîðîäà íà
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ïðîòîí è àòîì âîäîðîäà, îäíàêî ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå â òðè ðàçà
áîëüøå (2,65 ýÂ). Ýòî ðàñõîæäåíèå òàêæå îáóñëîâëåíî ãðóáîñòüþ ìåòî-
äà ðàñ÷åòà. Òåì íå ìåíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ êà÷åñòâåííîãî ïîíèìàíèÿ ïðèðîäû õèìè÷åñêîé ñâÿçè. Â ñîñòîÿíèè
ψI ïëîòíîñòü ýëåêòðîííîãî îáëàêà ìàêñèìàëüíà â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà
ìåæäó ÿäðàìè è ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé (ðèñ.12.2Â).

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó ýíåðãèÿ EII , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîñòîÿ-
íèþ ψII , íå èìååò ìèíèìóìà è âîçðàñòàåò ïðè óìåíüøåíèè ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ÿäðàìè. Ýòî ñîñòîÿíèå íå óñòîé÷èâî è ôóíêöèÿ ψII íàçûâàåòñÿ
àíòèñâÿçûâàþùåé îðáèòàëüþ. Â ýòîì ñîñòîÿíèè ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü
ñîñðåäîòî÷åíà â îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà âíå ìåæÿäåðíîãî ïðîìåæóòêà,
÷òî è ïðèâîäèò ê îòòàëêèâàíèþ ÷àñòåé ñèñòåìû (ðèñ.12.2Ã).
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Ãëàâà 5

Òåîðèÿ èçëó÷åíèÿ è àòîìíûå
ñïåêòðû
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Ãëàâà 6

Ñïèí
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Ãëàâà 7

Äîïîëíåíèå

7.0.1 Îïûòû Ýðåíõàôòà
Àâñòðèéñêèé ôèçèê Ýðåíõàôò çàíèìàëñÿ ïîèñêàìè ìàãíèòíîãî ìîíîïî-
ëÿ. Îí íàáëþäàë äâèæåíèå æåëåçíûõ ïûëèíîê â ìàãíèòíîì ïîëå. Êîãäà
ïûëèíêà îáëó÷àëàñü ñèëüíûì ëó÷îì ñâåòà, åå äâèæåíèå èçìåíÿëîñü òà-
êèì îáðàçîì, êàê åñëè áû ñâåò âûáèâàë ñ åå ïîâåðõíîñòè ìàãíèòíûé çà-
ðÿä. Îïûò íå íàøåë îáúÿñíåíèÿ (1987 ã.) Ðåçóëüòàòû îïûòà Ýðåíõàôòà
áûëè ïîäòâåðæäåíû äðóãèìè íåçàâèñèìûìè èññëåäîâàòåëÿìè.

Ïî÷åìó ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì? Ï. Äèðàê èñêàë
îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, íî íå íàøåë.

7.0.2 Îïûòû Ëàóðåíñà è Áèìñà
Ëàóðåíñ è Áèìñ (ðàíåå 1930 ã.)1 ïûòàëèñü ðàçáèòü êâàíò ñâåòà íà äâå ÷à-
ñòè ïðè ïîìîùè çàòâîðà Êåððà, êîòîðûé ñðàáàòûâàë çà âðåìÿ τ ≈ 10−9 ñ.
Åñëè áû ñâåòîâàÿ âîëíà áûëà íåïðåðûâíîé, êàê ýòî ñëåäóåò èç êëàññè÷å-
ñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, òî äëÿ îïðåäåëåííûõ èíòåíñèâíîñòåé2 ñâåòà âðåìÿ
ïðîõîæäåíèÿ ïîëíîãî êâàíòà ýíåðãèè áûëî áû çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì
10−9 ñ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî çàòâîð ðàçîáüåò
êâàíò ñâåòà íà áîëåå ìåëêèå ÷àñòè. Îïûò, îäíàêî, äàë îòðèöàòåëüíûé
ðåçóëüòàò. Îòñþäà âîçíèêëà ãèïîòåçà, ÷òî êâàíò ñâåòà ÿâëÿåòñÿ íåäåëè-
ìîé ïîðöèåé ýíåðãèè.

Íåóäà÷íûìè îêàçàëèñü òàêæå âñå ïîïûòêè îáíàðóæèòü íåïðåðûâíûé
1Èñòî÷íèê- Ä. Áîì Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ. Ì.: ÃÈÔÌË. 1961. - 728 ñ. (ñ. 40)
2Èíòåíñèâíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû I = c

4π E2. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè çàòâîð
èìååò ïëîùàäü S, òî çà âðåìÿ τ ÷åðåç íåãî ïðîéäåò ïîðöèÿ ýíåðãèè w = IτS. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè I < hν

τS , òî çà âðåìÿ tau ÷åðåç çàòâîð ïðîéäåò ýíåðãèÿ ìåíüøàÿ ýíåðãèè
êâàíòà ñâåòà äàííîé ÷àñòîòû. (Ìîå ïðèìå÷àíèå)
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õàðàêòåð ïåðåäà÷è ýíåðãèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîä êâàíòà èç îäíîé ñè-
ñòåìû â äðóãóþ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì ïðîöåññîì. Äèñêðåòíîñòü êâàíòà
ýíåðãèè è äèñêðåòíîñòü ïðîöåññà ïåðåäà÷è ýíåðãèè ñâÿçàíû ìåæäó ñî-
áîé. Ïîýòîìó íåëüçÿ ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðîöåññå ïåðåäà÷è êâàíòà ýíåðãèè
ñèñòåìà ïåðåõîäèò ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîìåæóòî÷íûõ ñîñòîÿíèé,
â êîòîðûõ ýíåðãèÿ ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî. Êâàíòîâûé ïðîöåññ - ýòî äèñ-
êðåòíûé àêò è îí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ íàøåãî ìèðà.
Åãî íåëüçÿ îïèñàòü ñ ïîìîùüþ êàêèõ-òî äðóãèõ ïðîöåññîâ. Åãî ìîæíî
íàçâàòü ýëåìåíòàðíûì ïðîöåññîì.

Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå êâàíòîâûõ çàêîíîâ îò êëàññè÷åñêèõ ñîñòîèò â
òîì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ âñåãäà èìååò äåëî ñ íåïðåðûâíî èçìåíÿþ-
ùèìèñÿ âåëè÷èíàìè, à â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ìû èìååì äåëî ñ ïðåðûâ-
íûìè, äèñêðåòíûìè ïðîöåññàìè. Äðóãîå ðàçëè÷èå ìåæäó êëàññè÷åñêîé
è êâàíòîâîé òåîðèÿìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëíî-
ñòüþ îïðåäåëÿåò ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, ò.å.
èìååò ìåñòî ìåõàíè÷åñêèé (ëàïëàñîâñêèé) äåòåðìèíèçì, à êâàíòîâûå çà-
êîíû îïðåäåëÿþò òîëüêî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé ïî çàäàííûì íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì.

Ìîå çàìå÷àíèå. Êàê îáúÿñíèòü ñ òî÷êè çðåíèÿ íåäåëèìîñòè êâàí-
òà ñâåòà ýôôåêò Êîìòîíà? Ïðè ðàññåÿíèè ýíåðãèÿ êâàíòà ìåíÿåòñÿ,
îí ÷àñòü ñâîåé ýíåðãèè îòäàåò ýëåêòðîíó. Òîò æå èëè äðóãîé êâàíò
ñâåòà ìû èìååì ïîñëå àêòà ðàññåÿíèÿ? Åñëè òîò æå, òî ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ìû ìîæåì äåëèòü êâàíòû, îòðûâàÿ îò íèõ êóñî÷êè ýíåðãèè.
Ýòè ñîîáðàæåíèÿ Áîì ïðèâåë äëÿ èëëþñòðàöèè íåîáõîäèìîñòè ââåäå-
íèÿ äèñêðåòíîñòè â îïèñàíèå ýëåìåíòàðíûõ ïðîöåññîâ, îäíàêî, âîïðîñ
îòíîñèòåëüíî äåëèìîñòè êâàíòà ñâåòà îñòàåòñÿ.
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